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内 容 简介 


本 书 为 亏 开 大 学 数学 系 教材 - 内容 包括 ,事件 与 疲 率 : 傅 机 变量 ;数字 特征 
与 特征 函数 ;极限 定理 等 . 本 书 是 作者 考 守 教学 工作 经 验 和 的 总 结 ,内 容 主 证 , 深 
和 人 小 出 ,论述 严谨 ,每 “ 节 后 都 有 习题 ,有 助 于 读者 理解 书 中 内 容 . 

本 节 可 供 南 等 学 校 数学 条 学 生 和 救 师 赔 超 和 参考 ， 
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海内 外 华夏 炎黄 子孙 都 盼望 中 国 早 日 成 为 数学 大 国 ， 也 就 是 
“实现 中 国 数学 的 平等 和 独立 *! ,平等 和 独立 是 由 中 国 出 类 找 林 
的 数学 家 及 其 杰出 的 研究 工作 来 体现 的 ， 要 有 出 类 拨 革 的 数学 家 
就 要 培养 一 批 优秀 的 研究 生 、 大 学 生 . 这 批 大 不 在 多 ， 而 在 精 ， 要 
层次 高 . 也 就 是 要 求 他 们 热爱 数学 、 基础 扎实 , 知识 面 广 、 能 力 强 . 

80 年 代 中 期 ， 国 家 采纳 了 陈省身 先生 的 几 个 建议 .建议 之 一 
是 为 培养 高 质量 的 数学 专业 的 大 学 生 ， 需 要 建立 数学 专业 的 试点 
班 ， 经 过 胡 国 定 先 生 等 的 努力 ， 1986 年 在 南开 大 学 建立 了 数学 专 
业 的 试点 班 . 这 些 作法 取得 了 成 功 , 并 在 基础 学 科 的 教学 中 有 了 推 
广 。 1990 年 在 全 国 建立 “国家 理科 基础 学 科研 究 和 教学 人 才 搁 状 
基地 ”。 其 后 南开 大 学 数学 专业 成 为 基地 之 一 。 从 1986 年 到 现在 
的 10 余年 中 南开 数学 专业 是 有 成 绩 的 ， 例 如 他 们 四 次 参加 全 国 大 
学 生 数学 竞赛 获 三 次 团体 第 一 , 一 次 团体 第 三 . 在 全 国 和 国际 大 学 
生 数 学 建 模 比赛 中 多 次 获 一 等 奖 。 毕 业 生 中 的 百 分 之 八 十 继续 攻 
读 研究 生 ， 其 中 许多 人 取得 了 很 好 的 成 绩 . 

当然 取得 这 些 成 绩 是 与 陈省身 先生 的 指导 帮助 分 不 开 ， 是 
与 国内 外 同行 们 的 支持 与 帮助 分 不 开 的 ,如 杨 忠 道 ， 王 报 平 ， 许 以 
超 ， 钻 言 林 ， 李 克 正 等 或 参与 教学 计划 ,课程 设置 、 课程 内 容 的 制 
订 , 或 到 南开 任教 等 等 。 有 了 这 些 指 早 、 和 帮助 与 支持 ， 南 开 基础 数 
学 专业 得 以 广泛 吸收 国内 外 先进 的 数学 教学 经 验 ， 并 以 此 为 基础 
对 数学 教学 进行 了 许多 改革 、 创 新 . 

这 套 从 书 是 南开 天 学 数学 专业 的 部 分 教材 ， 编 著者 们 长 期 在 
南开 数学 专业 任教 ， 不 断 地 把 自己 的 心得 体会 揉 和 到 基础 知识 和 
基本 理论 的 讲述 中 去 , 日 积 月 累 地 形成 了 这 套 教材 . 所 以 可 以 说 这 
1 陈省身 ， 六 在 “二 一 世纪 中 国 数 学 展望 ” 掌 术 讨 论 会 开间 式 上 的 讲话 % 


些 教材 不 是 “ 编 ” 出 来 的 ,而 是 在 长 期 教学 中 “ 教 ” 出 来 的 “ 改 ” 
出 来 的 ,凝聚 了 我 们 的 一 点 心血 。 这 些 教材 的 共同 点 ， 也 是 我 们 教 
学 所 遵循 的 共同 点 是 : 首先 要 加 强 基 础 知识 、 基 础 理论 和 基本 方 
法 的 教学 ; 同时 又 要 适当 地 开拓 知识 面 , 万 其 注意 反映 学 科 前 沿 的 
成 就 观点 和 方法 , 教学 的 目的 是 丰富 学 生 的 知识 与 提高 学 生 的 能 
力 , 因此 配置 的 习题 中 和 多数 是 为 了 巩固 知识 和 训练 基本 方法 , 也 有 
一 些 习题 是 为 训练 学 生 解 题 技巧 与 钻研 数学 的 能 力 。 

我 们 要 感谢 中 国 科 学 出 版 社 主动 提出 将 这 套 教 奢 出 版 ， 这 对 
编著 者 是 忻 大 好 事 . 编著 者 虽然 尽 了 很 大 努力 , 但 一 则 由 于 编著 者 
的 水 平 所 限 ， 二 则 数学 的 教育 和 所 有 学 科 的 教育 一 样 是 在 不 断 发 
展 之 中 , 因此 这 套 教材 中 缺 欠 和 不 足 肯 定 存在 . 我 们 诚挚 希望 各 位 
同行 不 音 指正 ， 从 而 使 编著 者 更 明确 了 解 教材 及 教学 中 的 短 长 ， 
进而 扬长 焉 短 , 改进 我 们 的 教学 . 同时 通过 这 套 教材 也 可 向 同行 们 
介绍 南开 的 教学 经 验 以 供 他 们 参考 ， 或 许 有 益 于 他 们 的 工作 . 

我 们 再 次 感谢 帮助 过 南开 的 前 辈 、 同行 们 ， 同 时 也 希望 能 继续 
得 到 他 们 和 各 位 同行 的 帮助 . 办 好 南开 的 数学 专业 , 办 好 所 有 学 校 
的 数学 专业 , 把 中 国 数 学 搞 上 去 ， 使 中 国 成 为 数学 大 国 是 我 们 的 共 
同感 望 ! 这 个 愿望 一 定 能 实现 ! 


全 体 编著 者 
于 南开 大 学 
1998 年 三 月 
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第 一 章 ”事件 与 概率 
1.1 基本 概念 
1.1.1 ”随机 现象 z 


客观 世界 中 存在 着 两 类 现象 , 一 类 是 在 一 定 条 件 下 必然 出 现 的 纲 
和 象 ， 称 之 为 必然 现象 ; 男 一 类 是 在 一 定 条 件 下 可 能 出 现 也 可 能 不 出 现 
的 现象 ， 称 作 随机 现象 . 

在 标准 大 气压 下 ， 100° C 的 纯 水 必然 沸腾 ， 带 异性 电 敬 的 小 球 
必然 相互 用 中; 在 恒 力 作用 下 的 物体 必然 作 刘 加 速 运 动 等 等 都 是 必然 
现象 的 例子 , 以 往 的 各 种 数学 学 科 的 主权 内 容 就 是 研究 必然 现 音 中 的 
数量 规律 . 例如 ,在 重力 作用 下 ,物体 的 位 称 随 时 间 变 化 的 函数 z(t)， 
积 由 一 阶 向 分 方程 z(t) = g 来 描述 ， 其 中 g 为 重力 加 速度 . 

随机 现象 也 是 广泛 存在 的 . 例如 ， 抛 抠 一 枚 伦 币 ， 它 可 能 是 正面 
朝 上 也 可 能 是 背面 朝 上 ， 就 是 说 ， “正面 朝 上 ”这 个 结果 可 能 出 现 也 
可 能 不 出 现 ; 记录 一 段 时 间 兴 某 电 话机 的 呼唤 次 数 可 能 较 老 也 可 能 较 
少 ; 下 一 个 交易 日 股市 的 指数 可 能 上 升 也 可 能 下 跌 , 而 且 升 号 幅度 的 
大 小 也 不 能 事先 确定 ， 这 些 都 是 随机 现象 的 例子 ， 许 多 昆 响 事物 发 展 
的 种 然 因 素 的 存在 ， 是 产生 随机 现象 中 不 确定 性 的 原因 ， 和 例如， 股市 
指数 的 变化 取决 于 登 融 政策 的 变化 ， 上 市 企业 的 经 济 状况 ,股民 的 经 
背 行 为 以 及 其 它 国家 的 股市 沉浮 等 诸多 不 确定 因素 . 这 些 因素 发 展 变 
化 的 偶然 性 ， 决 定 了 股市 升幅 的 随机 性 . 

虽然 随机 现象 中 出 现 什 么 样 的 结果 不 能 完全 顶 言 , 但 是 可 以 假定 
全 部 可 能 绪 果 是 已 知 的 . 在 上 述 例 子 中 ， 抛 一 枝 郑 币 只 会 有 “正面 ” 
与 “背面 ” 这 两 个 可 能 结果 ， 电 话 呼 唤 次 数 必 定 是 某 个 非 负 整数 ， 而 
股指 的 升 路 幅度 充其量 假定 它 可 能 是 任意 的 实数 . 可 见 “ 全 部 可 能 结 
果 的 集合 是 已 知 的 ”这 个 假定 是 合理 的 ， 而 且 它 会 给 我 们 带 来 许 才 方 


. 1 . 


便 . 

进行 一 次 试验 ， 如 果 其 所 得 结果 不 能 完全 孔 言 ,但 其 全 体 可 能 结 
果 蚌 已 知 的 ， 则 称 此 试验 为 随机 试验 .这 里 及 今后 所 使 用 的 “试验 ” 
这 一 术语 , 其 会 多 是 广 汉 的 . 它 既 可 以 是 通常 意义 下 的 物理 或 化 学 的 
实验 ， 也 可 以 是 对 自然 成 社会 现象 的 观测 与 记录 ， 


表 1.1 抛 硬 币 试 双 资 料 


12000 6013 
5 24000 12012 
罗 捍 诺 去 斯 基 S0640 39699 





虽然 一 次 随机 试验 的 结果 不 能 完全 预言 但是， 在 相同 条 件 下 大 
量 重复 此 试验 时 , 则 会 呈现 出 一 定 的 
数量 规律 性 . 这 一 点 被 历史 上 许多 人 
的 试验 结果 所 证 明 , 表 1.1 烈 出 J 薄 | 
丰 等 人 连续 抛 痢 均匀 硬币 所 得 的 结 i 


有 从 表 中 的 数据 可 以 看 到 ， 当 抛掷 -| 


| 


次 数 很 大 时 , 正面 出 现 的 频率 非常 接 | es 


近 0.5, 就 是 说 ， 出 现 正 面 与 出 现 背 ee 

而 的 机 会 差不多 各 占 一 半 . ee 
另 一 个 著名 的 例子 是 商 尔 顿 钉 

板 试验 . 在 一 块 坚 起 的 木板 上 钉 上 一 pa a | 

排 排 间 员 相等 的 铁 钉 ( 见 图 1.1 ). 每 -5 0 3 

一 排 各 个 钉子 正好 对 准 上 面 一 排 两 图 1.1 高 尔 巾 板 

个 相 邻 铁 钉 的 中 央 ， 这 样 ， 当 小 球 从 两 钉 之 间 的 间 跃 下落 时 ， 由 于 下 

一 排 铁 钉 的 碰 掉 ， 它 将 以 相等 的 可 能 性 向 左 或 向 右 落下 . 小 球 再 走 过 

两 钉 间隙 时 ， 又 过 到 下 一 排 铁 钉 的 磁 擅 . 如 此 下 去 ， 当 小 球 走 过 最 后 
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一 排 铁 钉 的 间隙 后 ， 便 落 入 下 方 的 被 分 割 成 条 状 的 容器 中 . 让 许 许 铬 
多 小 球 白 上 而 下 地 重复 这 一 下 落 过 程 . 尽管 每 次 指定 小 球 下 藻 的 位 置 
无 法 项 言 , 亿 许 多 小 球 堆积 的 边缘 轮 廊 线 总 是 两 头 矮 中 间 高 且 左 右 近 
二 对 称 的 钟 形 曲线 就 是 说 ， 落 入 各 条 状 容器 内 小 球 数 所 占 的 比例 基 
本 保持 不 变 - 

上 面 列 举 的 两 个 试验 的 结果 表明 , 在 相同 条 件 下 大 量 地 重复 某 一 
随机 试验 时 ,各 可 能 结果 出 现 的 频率 稳定 在 某 个 确定 的 数值 附近 . 称 
这 种 性 质 为 频率 的 稳定 性 . 频率 稳定 性 的 存在 , 标志 着 随机 现象 也 有 
它 的 数量 规律 性 ， 概 率 论 就 是 研究 随机 现象 中 数量 规律 的 数学 学 科 . 

历史 上 概率 论 起 源 于 赌博 . 三 到 多 年 以 前 , 现代 化 生产 与 技术 尚 
处 于 萌芽 状态 ， 对 自然 界 中 戎 机 现象 规律 性 的 研讨 还 没有 担 到 议事 
日 程 . 但 此 时 ， 上 只 有 悠久 历史 的 游戏 与 赌博 却 发 达 得 多 .人 相 借 助 于 
货 子 ,纸牌 以 及 形形色色 的 开具 进行 赌博 ， 遇 到 了 许多 无 法 解释 的 问 
题 ， 由 于 输赢 是 无 法 预言 的 ， 而 且 涉及 到 金钱 的 得 失 ， 所 以 了 解 其 中 
的 数量 规律 就 变 得 越 来 越 迫 切 了 . 17 世纪 中 叶 ， 赌 徒 中 一 些 有 身分 
的 人 开始 向 他 们 的 数学 家 朋友 请 教 . 当时 在 欧洲 颇具 声望 的 数学 家 费 
尔 马 、 巴 斯 卡 、 惠 更 斯 等 人 都 参加 了 有 关 的 讨论 . 于 是 产生 了 概率 论 
的 基本 概念 ， 并 给 出 了 计算 “等 可 能 型 " 概率 的 一 套 方 法 . 

19 世纪 末 至 20 世纪 补 ， 在 现代 工业 技术 活 亏 发 展 的 大 潮 中 ， 
概 替 论 也 取得 了 飞速 的 发 展 . 特别 是 柯 尔 莫 戈 洛 夫 等 人 建立 了 概率 论 
的 公理 化 体系 , 莫 定 了 概率 论 的 严格 的 数学 基础 ， 也 沟通 了 概率 论 与 
现代 数学 中 其 它 分 支 之 则 的 联系 ， 近 年 来 ， 概率 论 已 被 广泛 应 用 于 自 
然 科学 ， 工 程 技术 ， 经 济 理论 ， 经 蔡 管 理 等 许多 方面 ,特别 是 对 金融 
领域 中 随机 现象 的 研究 与 应 用 有 了 长 足 的 发 展 ， 形 成 了 “人 金融 数学 " 
的 重要 组 成 部 分 . 概率 论 这 个 右 特 色 的 数学 分 支 呈 现 出 莲 勃 发 展 的 局 
面 ， 当 前， 我 立 高 等 学 校 的 许多 专业 都 开设 程度 本 同 的 概率 论 课程 ， 
单 从 这 -点 就 可 看 到 概率 论 作为 一 门 基 础 学 科 在 社会 发 展 中 所 起 的 
访 大 作用 . 

最 后 我 们 指出 ， 在 今天 的 概率 论 教 材 中 ， 仍 广泛 采用 “ 抛 硬 币 ”， 
“ 撕 锅 子 ” 等 与 赌博 有 关 的 例子 ， 除 了 一 些 典 型 例题 有 很 重要 的 历史 
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地 位 外 ,主要 是 由 于 这 些 例子 所 涉及 的 概念 简单 ， 规 则 上 明了， 易于 前 
明 概 率 论 的 基本 概念 与 方法 . 


1.1.2 样本 空间 


随机 试验 的 每 个 可 能 结果 称 为 一 个 样本 点 , 全 体 样本 点 所 组 成 的 
集合 称 为 样本 空间 , 习惯 上 分 唱 用 小 号 的 w 与 大 写 的 全 表示 样本 点 
与 样本 军 间 .如 前 所 述 ， 我 们 总 假设 样本 空间 人 0 是 确定 的 ， 


例 I.1 挑 两 核 硬币 观察 其 正面 与 反面 财 现 的 情况 . 其 样本 空间 
由 四 个 样本 点 组 成 ， 邑 旺 = 1 ( 正 ， 正 )【 正 ， 反 )【《 反 ， 正 )《 反 ， 芭 名， 
这 里 ， 比 如 样本 点 ww 二 ( 正 ， 反 ) 表示 第 一 校 硬 币 抛 出 正面 而 第 二 要 
抛 得 反面 . 


例 1.2 记录 某 电 话机 在 一 小 时 内 呼唤 次 数 ， 其 样本 点 基 非 负 整 
数 ， 当然 ， 我 们 可 以 根据 实际 情况 为 电话 呼唤 次 数 确 定 一 个 上 界 N. 
但 是 今后 会 看 到 ， 人 们 宁愿 不 确定 这 个 N, 而 假设 天 唤 次 数 可 以 是 尾 
何 非 负 整数 ， 即 认为 样本 空间 只 = {0,1,2,… 小 . 


例 1.3 ”接连 射击 直到 命中 为 止 , 为 了 简洁 地 写 出 其 样本 空间 ， 
我 们 约定 以 “0D” 表 示 一 次 射击 未 中 ， 而 以 “1” 表 示 命 中 ， 则 样本 空 
间 0 一 {1, D1, 001,: " 小 它 是 一 个 可 列 的 无 穷 集 合 . 


例 1.4 接连 不 断 地 射击 下 去 . 沿用 上 例 的 记号 ， 由 于 这 个 试验 
是 无 休 正 地 反复 射击 故 其 样本 点 是 由 0 与 1 组 成 的 无 穷 序列 . 为 确 
定 起 见 ， 我 们 在 每 个 序列 之 前 加 上 小 数 点 . 于 是 其 样 夫 空间 是 整数 部 
分 为 0 的 一 进 小 数 人 全体, 即 全 = 人 0.a1azaa--. :二 0 或 1} = [0, 1]. 
这 是 一 个 不 可 列 的 无 穷 集 合 . 


例 1.5 ”记录 某 地 的 最 低 气 温 与 最 高 气温 我们 以 xz,y 分 别 表 
示 最 低 与 最 高 气温 ， 则 样本 点 是 数 偶 {x,y). 虽然 一 次 试验 的 结果 不 
能 完全 预 育 ， 但 人 们 总 可 以 确定 此 时 此 地 气温 的 下 民 a 与 上 界 5. 于 
是 其 样本 空间 名 = {{z, 访 :a<2z<y< 扬 时. 这 是 坐标 平面 中 -一 个 三 
角形 ， 和 包含 不 可 烈 无 窃 多 个 样本 点 . 
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不 难看 出 , 样本 空间 旭 可 以 是 数 集 ,也 可 以 十 任何 抽象 的 集合 ; 
可 以 是 有 限 集 , 可 列 集 , 也 可 以 是 不 可 列 的 无 穷 集合 ; 可 以 是 一 维 的 也 
可 以 是 多 维 集 合 . 我 们 指出 ,样本 空间 是 研究 随机 现象 的 数学 模型 . 
正确 地 确定 不 同 随机 试验 的 样本 点 与 样本 空间 是 极为 重 赛 的 . 比如 全 
1.1 已 给 出 抛 两 核 硬 币 观 察 其 正 反 面 出 现 情况 的 样本 空间 ， 如 果 我 们 
只 关心 抛 两 枚 硬币 出 现 正面 的 个 数 , 则 样本 空间 应 疏 为 Q = {0,1,2}. 


1.1.3 ”事件 及 其 运算 


我 们 时 常会 关心 试验 的 某 一 部 分 可 能 结果 是 否 出 现 . 如 在 例 1.2 
中 ， 著 以 每 小 时 基 和 否 达 到 5 次 电话 呼唤 来 区 分 这 台电 话机 是 否 太 党 
忙 ， 那 么 “不 太 繁 忙 ” 即 不 是 5 次 的 呼唤 . 它 由 样本 空间 中 前 5 个 样 
本 点 0, 1, 2, 3, 4 组 成 ， 由 于 它 是 由 2 中 的 一 部 分 样本 点 组 成 的 子 
个 合 ， 故 在 未 来 的 一 次 试验 中 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 . 称 这 种 由 部 分 
样本 点 组 成 的 试验 结果 为 随机 事件 , 简称 作 带 件 . 通常 用 大 写 的 字母 
4, 召 ,…… 等 表示 事件 .例如 在 前 述 例 子 中 ，“ 不 赤 繁 忙 ” 可 表 为 事件 
4 = 蕊 至 多 4 次 呼唤 } 二 {0,1,2,3,4}. 还 可 以 有 事件 吕 二 {至少 2 
次 呼唤 上 = {2,3,4,.…'}, 等 等 ， 于是， 如 果 试 验 的 结果 是 记录 到 1 次 
呼唤 ， 即 祥 本 点 w= 二 1 出现， 此 时 事件 4 的 要 求 满足 ，w < 4, 即 事 
件 4 已 发 生 ， 事件 的 要 求 没 满足 ，w #F 昌 , 即 事件 B 没 发 生 . 

我 们 指出 ， 当 样本 空间 为 有 穷 或 至 多 可 列 无 穷 的 上 集合 时 ， 可 取 其 
仁和 何 子 集 为 事件 ， 而 当 样 本 空间 为 不 可 列 无 穷 时 ， 比 如 对 例 1.4 中 的 
人 2 二 [0,1], 则 只 能 取 0 的 一 部 分 性 质 较 好 的 ( 称 作 可 测 的 ) 子 集 作 为 
随机 事件 . 这 一 点 将 在 后 面 的 1.4.2 节 作 进一步 讨论 ， 由 于 样本 空间 
和 2 包含 了 全 部 可 能 结果 ， 因 此 在 每 次 试验 中 史 都 会 发 生 ， 故 称 0 为 
必然 事件 . 相反 ， 空 集 外 不 含 任何 样本 点 ， 每 次 试验 必定 不 发 生 ， 
套 称 名 为 不 可 能 事件 除 此 之 外 ， 每 一 随机 试验 都 含有 许多 随机 可 
件 . 由 于 它们 共处 于 同一 试验 之 中 ， 因 而 是 相互 联系 着 的 .我 们 有 必 
要 弄 清 它们 之 间 的 关系 ,并 引进 事件 间 的 运算 ， 以便 化 复杂 事件 为 简 
单 事 件 ， 更 好 地 解 次 相 应 的 概率 问题 . 


表 1.2 测 竹 论 与 概率 论 赃 念 的 对 照 


记 号 测度 沦 含 祥 . 概 率 论 信义 
9 空间 或 全 信 样本 空间 或 必然 事件 
从 空 集 不 可 能 事件 
ww 元 束 样本 点 
| 可 谢 子 集 随机 事件 
由 乒 入 是 站 的 元 . 事件 六 发 生 
及 己 B 对 包含 在 号 中 站 发 生 则 号 必 鉴 生 
4 一 号 及 与 日 相等 | 有 与 晶 同 发 生 或 同 不 发 生 
甩 门 旦 或 4B 交集 人 么 与 总 都 发 生 
ANMNB=G 不 相交 用 与 B 不 相 容 ( 互 折 ) 
AELIB 并 集 六 与 日 至 少 -个 发 下 
三 余 集 站 不 发 生 {对 立 事件 ) 
A—B 差 集 站 发 生 但 号 不 发 生 
Hm A = 人 N U 二 上 限 集 { 4 中 有 无 限 多 个 发 生 
1 
lim 4.=U 0 4» ” ”下限 集 { 4 上 中 全 多 有 限 个 不 发 生 
P{A} 集 妆 的 测度 事件 4 的 概率 
(oj 可 澳 函 数 随机 变 草 
E(E)} = fo tdP 积分 数学 期 所 


注意 我 们 已 经 开始 把 概率 论 的 基本 概念 纳入 测度 论 轨 道 : 样本 空 
了 品 就 是 集 论 中 的 空间 ( 即 全 集 ), 样本 点 是 空间 的 元 素 ， 随 机 事件 就 是 
可 测 子 集 ， 出 现 的 样本 点 w 是 集合 4 的 元 素 则 意味 着 事件 4 发 生 . 
循 此 可 沿用 测度 论 的 语言 完整 地 叙述 概率 论 的 基本 概念 , 我 们 将 在 后 
面 详 述 . 这 里 先 将 其 基本 概念 间 的 对 照 简要 地 列 在 表 1.2 中 ,请 读者 
结合 具体 例子 进一步 理解 与 熟练 运用 这 些 记号 与 概念 . 

集合 运算 类 似 ， 事件 的 并 与 父 运 算 也 可 推广 到 任意 多 个 事件 的 
情形 . 例如 站 4n 表示 事件 列 中 每 一 个 4 均 发 生 ， 而 U 4a 则 表 


示 此 事件 列 中 全 少 有 -_ 个 环 。 发 生 . 
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可 以 用 图 示 的 方法 表示 事件 之 癌 的 关系 与 运算 . 设想 向 正方 形 9 
内 任 投 一 点 ww 则 盟 与 w 分 别 是 此 试验 的 样本 空间 与 样本 点 ， 测 正 
方形 曲 内 的 子 集 4 代表 随机 事件 .所 投 的 点 w 落 入 4 中 ， 则 事件 
4 发生 . 于 基 事 件 问 的 几 种 关系 与 运算 可 表 水 如 坪 1.2. 这 种 表示 方 
法 称 为 维 轩 图 





图 1.2 事件 运算 的 维 因 图 


事件 运算 有 与 代数 运算 类 似 的 交换 律 、 结 合 律 与 分 配 律 ， 也 有 作 
为 集合 运算 的 特殊 的 运算 律 ， 例如 有 以 下 对 侦 律 : 


ALIB= ANMB, ANMNB= 2UB. (1.1) 


我 们 用 概率 论语 言 证 明 (1.1) 中 第 -个 等 式 ， 为 此 需 证 明 “ 营 事件 
4LUB 发 生 ， 则 4 门 BB 发 生 ， 上 反之, 若 4 门 旦 发 生 则 有 [BB 也 发 
生 ”. 事实 上 若 事 件 A4LB 发 生 ， 则 事件 “4 与 B 至 少 一 个 发 生 ” 不 
发 后, 则 4 与 B 全 不 发 生 ， 4 与 万 全 发 生 ， 此 即 事件 4 门 吾 发 
后， 类 似 可 证 “ 若 4 门 吾 发 后 则 4AUB 也 发 牛 ”. 至 此 (1.1) 中 第 一 
个 等 式 得 证 ， 对 偶 律 对 于 多 个 事件 的 交 、 并 运算 仍然 成 立 ， 





1.1.4 频率 与 概率 


本 节 将 通过 向 准 引进 事件 发 牛 的 概率 ， 凤 介绍 概率 的 “统计 定 
义 ” 在 一 定 条 件 下 ,将 -- 随 机 试验 重复 n 次， 如 果 其 中 事件 4 共 发 
生 mm 洪 ， 则 称 
F(4) = 二 
说 


为 事件 A 发 咎 的 频率 . 

这 里 试验 次 数 n 是 自然 数 ， 甩 发 生 的 次 数 mm 是非 负 加 数 ， 坎 而 
在 何 事件 4 的 频 滨 F{4) 总 是 非 负 的 . 其次， 由 于 必然 事件 QQ 在 每 
次 试验 中 均 发 生 ， 故 其 频率 下 (= 三 1. 最 后 ， 当 事件 4 与 B 
互 不 根 窒 ,， 即 4 与 吾 不 可 能 间 时 发 生 时 ， 事 件 4 局 忆 发 生 的 次 数 等 
于 4 发 生 的 次 数 与 互 发 生 的 次 数 之 和 ， 于 是 频 举 有 可 吕 性 ， 即 事件 
站 (1B 发 生 的 频率 等 于 4, 日 各 自发 生 频 率 之 和 ， 总 之 ， 频 率 FI4) 
有 如 下 基本 性 质 : 

1° 非 负 性 : 下 [A4) 0 

2° 规范 性 ， 五 (人 = 1; 

3° 可 加 性 ，4 与 BB 不 相 容 时 F(Al1B) = F(A}+ F(BY. 

前 已 指出 , 事件 发 生 的 频率 有 稳定 性 ， 即 当 重 复试 验 的 次 元 4 很 
大 时 ， 得 个 事件 入 发 生 的 频率 F(A) 有 -个 稳定 值 . 例如 ， 萍 丰 等 人 
的 武 验 结 虹 表明， 大 晶 重 复 地 抛 一 要 均 划 硬币 时 ,正面 出 现 的 频 康 稳 
定 在 0.5 附近 ,这 是 国 为 硬币 的 质地 与 形状 静 是 均 名 的， 正面 与 反面 
出 现 的 可 能 性 相等 . 于 是 频率 的 稳定 值 0.5 恰好 代表 了 正面 出 现 可 能 
性 的 到 小 ， 有 么 如 ， 统 计 了 大 量 英 交 立 献 的 字 机 使 用 情况 ， 发 现 字 屋 玉 
使 用 的 频 尝 稳定 在 0.105 附近 ， 而 字 好 J 使 用 的 频 举 则 小 得 多 ， 太 的 
为 0.001. 显然 ， 这 种 字母 使 用 频率 的 六 小 取决 于 英语 本 上身， 由 它 的 
特定 的 构 词 方法 与 语法 所 决定 . 频率 的 稳定 值 反 有 映 了 各 个 字母 在 英语 
中 出现 的 可 能 性 的 大 小 . 

这 种 表征 在 一 定 条 件 下 事件 六 发 生 可 能 注 大 小 的 频率 稳定 值 ， 


浆 称 作 事 件 4 的 概率 . 记 为 已 (4) 作为 频 素 的 稳定 信 ， 概 素 P(A) 
世 记 有 具备 相应 的 三 条 性 质 : 

1 非 和 氛 性 ， P(A) > 0 

2” 规范 性 ，P{Q) = 1; 

3” 可 加 性 ， 若 4 与 只 不 相 容 ， 训 P(AL)B8) = P(A) + P{BY. 

我 们 指出 ,在 一 定 条 件 于 进行 一 随机 试验 ， 各 依 定 事件 发 生 的 概 
党 是 这 个 试验 同 有 的 性 质 , 它 是 由 试验 的 条 和 件 与 各 事件 确定 的 内 依 所 
决定 的 . 可 以 通过 大 明 地 重复 此 试验 ， 供 助 频率 的 稳定 值 去 认 襄 它 ， 
也 可 以 通过 其 它 途 径 ， 比 如 根据 对 试验 机 制 的 具 休 分 析 来 确定 .严格 
地 说 ， 有 些 事件 的 概率 是 无 法 通过 重复 试验 来 确定 的 . 例如 气象 台 每 
上 暗 要 发 布 未 来 -- 天 中 北京 市 的 “降水 概率 ”, 这 个 概 率 忘 当 是 根据 采集 
到 的 数据 经 科学 的 分 析 与 计算 得 册 的 , 特定 时 日 的 北京 市 在 历史 的 长 
河中 只 有 一个， 当然 无 法 大 娠 重复 地 观测 其 降水 情况 ， 从 而 也 无 法 供 
助 铬 率 的 稳定 值 求 出 降水 概 漳 . 

总 之 , 我 们 借助 天 其 重复 试验 中 频率 值 呈 现 的 稳定 性 ， 来 说 明 丧 
往事 件 发 咎 可 能 性 大 小 的 概率 是 客观 存在 的 . 这 里 所 使 用 的 “大 量 试 
验 中 频率 的 稳定 值 ”, 是 一 种 极 不 规范 的 说 法 .实际 上 ， 概 率 P{A) 就 
是 当 试 验 次 数 n 一 cc 时 ， 粹 案 FF[ 有 4A) 的 -- 种 极限 .只 不 过 其 中 自发 
” 生 的 频数 mm 是 不 能 完全 预言 的 数量 ， 从 而 F1A) = mjn 也 不 是 通常 
的 数列 耐 已， 其 严格 的 含义 将 在 第 四 章 详 加 叙述 . 


1,1.5 习题 
1 ， 设 矶 ,B,C,D 是 某 一 试验 中 的 四 个 事件 ， 试 用 它们 的 运算 表 
达 如 下 事件 ， (1) 四 个 事件 中 至 少 一 个 发 后， (2) 怡 好 发 生 两 个 ; 
(3) 至 少 发 生 二 个 ， {4) 宇 嘱 发 生 一 个 . 
2. 设 ,B,C 为 某 随机 试验 中 三 个 事件 斌 说 明 下 列 关系 式 的 
概率 含义 ， 并 画 出 相应 的 维 恩 图 : 
QANBONC = A: (2 ALIBLUC = A: 
(3)ANMBCO: ACBOANC. 


3. 求证 事件 运算 的 分 配 律 : 

(aUBINGC = (CANCE OO), 

ANBUG = AUBUAY. 

4. 记录 某 电 话机 在 一 小 时 站 了 吁 唤 次 数 ， 设 Axk 三 荆 侈 少 下 深 呼 
帘 试 述 事 忻 4 4 一 Ag+1， U A 站 4x 的 含 闵 . 


EK 二 习 


5。 设 事件 列 [4] 单词 上升， 任 n 之 1 有 As C 4nti 试用 要 
率 论 语言 证 明 


对 单调 下 降 事 件 列 ， 相 应 的 结论 是 什么 ? 

6， 写 出 如 下 各 试验 的 样本 空间 及 指定 事件 所 合 样 本 点 . 

{1) 将 - - 校 硬币 掩 三 次 ， 4 二 { 第 ~- 次 为 正面 }, 日 一 {三 次 出 
现 同一 面 }, 局 二 有 正面 } 

(2) 将 一 校 般 子 丘 两 次 ， 和 三 { 点数 相 同 } B= 其 中 -一 校 点 
数 是 另 -- 核 的 2 悦目 C=({ 点 数 之 和 为 6}. 

‘3}) 将 一 红 球 与 一 黑 球 任 放 入 编号 为 1,2,3 的 三 个 意 中 ， 有 = 二 
号 盒 不 空 }, BB 二 {1 号 意 与 2 号 意 各 -一 球 小 尼 = {每 愈 至 多 一 球 } 

7. 试 画 出 表示 66 题 中 各 事件 间 关 系 的 维 恩 图 . 

8. 从 0 至 9 这 30 个 数字 中 在 重 复 地 取 5 个 - 记 瑟 We 
被 取出 :次 {例如 取出 52353, 则 En, B15B2 三 事件 均 发 生 )， 试 画 
表示 En, 雇 1, E2、 B33, 上 Ba Ee, Bs 之 间 关 系 的 维 因 图. 


1.2 本 和 典 概 型 
1.2.1 模型 的 定 沈 


最 先 涉及 到 的 求 概 率 问 题 都 满足 “各 可 能 结果 具有 等 可 能 性 ”这 
一 假设 . 例如 ， 在 游戏 中 使 用 的 骨 子 是 一 个 久 质 的 正方 体 ， 使 得 掷 出 
工法 6 各 个 点 数 的 可 能 性 相同 ， 以 保证 游戏 的 公平 ， 又 如 - 副 纸 牌 的 
每 一 张 形 状 与 大 小 均 相 同 ， 斋 旦 在 发 牌 前 还 需 充分 地 洗 牌 ， 于 症 发 到 
其 中 每 张 牌 也 是 等 可 能 的 . 


定义 2,1 奶 果 一 随机 试验 具有 以 下 特点 : 
(1) 样本 空间 只 含有 限 争 个 样本 点 ， 邑 2 二 {1 ,wn 
[2) 各 样本 点 出 现 的 可 能 性 相等 ， 妇 对 每 个 i 二 1,.……,n 有 


Pet) = 一， (2 
则 称 此 随机 试验 为 十 典型 的 ， 此 时 对 每 一 事件 4 CC 0, 可 取 


称 比 P(A4) 为 事件 4 的 古典 概率 . 


注意 , 我 们 总 用 n(4) 雪 示 有 限 集 4 中 元 素 的 个 数 ， 易 见 这 样 定 
六 的 王 满 足 上 节 的 非 负 性 与 规范 性 ， 再 由 不 交集 之 并 的 计数 等 于 各 
集 计数 之 和 ， 即 当 4 门 B = 6 时 有 n(AUB) = nf4) 十 ntB), 立 得 
户 具 有 可 加 性 

至 此 ， 当 我 们 确信 一 随机 试验 是 二 典型 的 ， 即 定义 中 条 件 (1) 与 
(2) 满足 之 后 ， 恒 可 运用 (2.2) 式 计算 此 试验 中 各 事件 发 生 的 概率 . 
于 是 ， 问 题 归结 为 数 - 数 样本 点 总 数 n(9) 与 所 涉及 的 事件 4 中 有 有 
利 场合 数 n( 4)， 由 于 计数 过 程 有 时 也 相当 复杂 ， 在 此 有 必要 简 述 初 
等 数学 中 的 计数 原理 . 


1.2.2 计数 原理 


按 计 数 过 程 的 串 行 与 并 行 ， 我 们 大 如 下 两 条 计数 原理 : 

乘法 原理 假定 进行 过 程 I 有 ni 种 方式 ， 而 对 于 过 程 工 的 每 一 
方式 ， 进 行 过 程 II 者 有 ?zs 种 方式 ， 那 么 ， 信 次 进行 过 程 1 与 开 共 
全 mmz 种 方式 

加 法 原理 : 假定 进行 过 程 I 有 mi 种 方式 ， 进 行 过 程 II 有 ns 种 
方式 ， 那 么 ， 进 行 过 程 工 或 II 共有 mi 十 ma 种 方式 

上 述 两 个 原理 都 可 以 推广 到 多 个 过 程 的 场合 ， 

运用 情 法 原理 立即 可 得 如 下 结论 : 


. 1 ， 


从 n 个 不 同 的 元 素 中 ， 有 放 回 地 取 > 个 元 素 组 成 的 可 熏 复 排列 
的 种 数 为 nnn 二 7n*, 从 个 不 同 的 元 素 中 ,不 放 回 地 取 T(r 所 n) 
个 组 成 的 不 重复 排列 的 种 数 为 A% = 二 Rtn 一 0…(n 一 ?十 1) 从 nn 个 
小 同 的 元 素 中 ， 不 放 回 地 取 rr < 1) 个 级 成 的 组 全 种 数 为 


1) = ni 


Pr -| 加 rn 一 了 


注意 取样 分 “有 放 回 ”与 “小 放 回 ” 两 种 方 芒 ， 如 果 每 次 取出 -- 
个 ， 记 下 共 特 征 后 放 同 ,经 充分 混合 后 得 取 下 一 个 ， 这 种 取样 方式 叫 
做 “有关 回 ,所 得 样品 是 有 重复 的 .如果 每 次 取出 -个 ， 记 下 其 特征 
后 不 放 回 ， 再 从 余下 的 对 象 中 取 下 一 个 ， 这 种 取样 方式 为 “不 放 回 ”， 
所 得 样品 是 不 重复 的 . 


定理 2.1 组 合 有 如 下 性 质 ， 


(人 
0 1 nn nj 
可 以 直接 将 组 合 数 的 定义 代入 , 或 者 运用 其 它 分 析 技 巧 证 明 上 壕 
性 质 , 也 可 以 通过 设计 特定 的 计数 过 程 来 让 明 它们 . 例如 为 证 性 质 2°， 
我 们 把 从 个 元 素 中 任 取 7 个 的 组 合 ,分 为 两 个 并 行 的 计数 过 程 : 
1 号 元 案 (过 程 1) 与 不 含 1 号 元 素 { 过 程 IIY. 它们 分 别 有 (° 1 
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避 (” ) 种 方式 ， 履 由 加 法 原理 得 证 性 质 2 成立， 为 名 续 党 所 
rT 


计数 原理 ， 我 们 提 但 读者 用 这 种 方法 完成 定理 的 证 明 . 

下 而 考 感 组 合 概念 的 推广 ， 从 n 个 元 素 中 任 取 * 个 的 组 合 ， 可 
理解 为 将 这 n 个 元 素 任意 分 为 两 堆 : 第 1 堆 ri = 个 取 走 ， 第 2 谁 
"2 二 % 一 ?个 留 下， 于 是 ， 这 个 组 合 数 可 改 用 以 下 记号 


入 nt 、 
一 一 人 {2.31 
1 Ta rl Iral 


御 此 可 把 纽 合 推广 到 分 于 个 元 素 为 让 淮 和 的 -- 角 场合， 其 中 第 1 堆 含 
7i1 个 元 素 , 第 2 堆 售 rz 个，….， 第 不 堆 合 中 个 ， Ti 二 TT 二. 
那么 ， 上 反复 运用 {2.3) 式 及 飞 法 原理 可 得 ， 上 述 分 为 堆 的 妇 法 共有 


( " ) i (2.4) 
TI Ta Tk rilral. -rx! 
种 . 

组 合 数 (7) 还 可 朝 另 -- 个 方向 推广 : 保持 7 为 非 全 整数 不 变 ， 
将 上 自然数 m 换 为 任意 的 实数 a, 定义 


(° ala—1)-.-.(a—r+1) (2.5) 
rj 六 
由 定义 立 得 ， 当 a 为 小 于 ” 的 区 数 时 (”) = 0 


最 后 强调 指出 , 当 我 们 运用 计数 原理 完成 较 复杂 的 计数 任务 时 ， 
适当 地 分 解 计数 过 程 ( 串 行 或 者 并 行 ) 是 十 分 重要 的 . 为 了 恒 于 迅速 
又 正确 地 计数 ,可 以 人 为 地 分 解 为 若干 计数 过 程 ， 而 与 我 们 的 自然 计 
数 过 程 不 尽 相 同 ， 这 一 点 将 通过 具体 例子 作 进 一 步 的 说 明 ， 

至 此 我 们 已 经 作 好 了 计算 古典 概率 的 准备 工作 . 


1.2.3 例题 
例 2.1 抛 两 枚 均 色 琵 币 ， 求 出 现 正 面 反 面 各 -- 个 的 概率 ， 
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解 : 上 节 例 1.2 已 列 出 此 试验 的 样本 罕 问 从 = { [ 正 ， 正 ), 《下 ， 
反 )、( 反 ， 正 ) { 反 ， 反 )}. 由 硬币 的 均匀 性 知 4 个 样本 点 是 等 可 能 的 ， 
所 以 是 古典 型 .事件 4 二 {正面 反面 务 一 个 } = { ( 正 ， 反 ), (上 反 ， 
正 )} 会 两 个 样本 点 ， 故 由 人 2.2) 式 知 所 求 概 率 PiA) = 172. 

历史 上 曾 有 入 读 为 此 是 的 解 是 173， 理 由 是 样本 空间 由 wi = 
{ 两 个 正面 了, wz = 一 个 正面 一 个 反面 } ws = 上 两 个 反面 这 三 
个 样本 点 组 成 . 而 事件 4 只 合 其 中 ua 这 一 个 样本 点 , 功 PA) = 173. 
此 解 泛 的 钳 误 人 在于， 这 样 取 样本 空间 人 二 [iywayw3}, 三 个 样本 点 
不 是 等 可 能 的 ， 即 不 是 古典 型 样本 空间 (今后 会 看 到 ， 这 是 所 谓 
的 员 努 里 概 型 ) 当然 不 能 用 十 奥 概 这 的 计算 公式 【2.21. 


例 2.2 取 数 间 题 从 8 至 9 这 十 个 数字 中 不 放 回 地 任 到 4 个 排 
好 ， 求 局 啡 成 一 个 4 位 {时 1000 以 上 ) 伍 数 的 概率 . 


解 : 样本 点 是 不 重复 排列 ， 其 总 数 nm 二 A40 = 10-.9.8.7 = 
5040. 由 任意 性 知 各 样本 点 等 可 能 ， 戎 慎 于 古典 概 型 ， 只 需 再 确定 事 
件 互 = { 恰 排 成 4 和 位 偶数 } 中 样本 点 的 个 数 ， 考 虑 到 偶数 的 末 位 必 
为 0,3,4,6,8 中 的 某 一 个 , 而 按 题 意 0 又 不 能 作 寺 位 数 ， 于 是 将 对 事 
件 万 中 样本 点 的 计数 ， 分 解 为 “ 林 位 是 0” 与 “来 位 是 2,4.6,8 中 基 
一 个 ”这 两 个 并 行 的 过 程 ， 据 乘法 原理 ， 前 一 过 程 有 9.8.7.1 = 504 
种 方式 ， 后 -- 过 程 有 38.8.7.4 = 1792 种 方式 再 由 加 法 原理 便 得 
nt 二 504 1792 二 2296. 代入 (2.2) 可 得 所 求 概率 P(EY = 0.46. 


从 以 上 两 个 简单 例子 可 以 看 出, 解 击 奥 型 概率 问题 的 关键 步骤 是 

(1) 确定 该 随机 试验 的 样本 点 与 样本 空间 ， 

(2) 侈 认 其 样本 空间 是 由 有 限 个 等 可 能 的 样本 点 组 成 ; 

(3) 数 清 样本 点 总 数 与 所 关心 事件 中 样本 点 个 数 ， 代 入 (2.2) 式 
算出 概率 . 

其 中 步骤 (1) 是 正确 解决 间 题 的 基础 初学 者 经 常 出 现 的 错误 
有 : 取 钳 了 样本 点 ; 解 同一 问题 时 样本 点 取 洁 不 - - 致 ， 样 本 点 选取 不 
明确 导 伍 计数 过 程 中 出 观 重复 、 遗 漏 等 .这些 都 需要 用 心 注意 避 狗 ， 


为 叙述 简 上 时 、 我 们 在 介绍 较 复 杂 的 例题 时 ， 未 必 把 上 述 步 观 一 - 
出 ， 
例 2.3 占 位 问题 7 个 不 同 的 球 任 意 训 人 编号 为 1 至 的 于 个 
盒 (去 m)， 每 球 入 各 盒 均等 可 能 ， 试 求 下列 事 件 的 概率 ， 

4 ={ 指定 * 个 盒 恰 各 含 1 球 }:; 也 一 1{ 每 意 至 多 ] 球 }; 

C = 十 某 指定 合 怡 售 m 个 焉 二 

解 ， 样本 点 是 从 盒 号 1 孚 关中 任 选 * 个 的 有 重复 的 排列 ， 总 数 
ng 二 n”. 事件 4 中 样本 点 取 岂 于 > 个 球 放 在 7 个 盒 中 的 顺序 ， 卜 
n(4) 一 rl 从 而 有 P(A) = mljnr. 事件 BB 与 事件 4 的 差异 仅 在 于 各 
含 1 款 的 > 个 意 没有 指定 ， 用 乘法 原理 可 得 刘 


"0B) = ( ) na = 人) 沁 政 PCB)= (7 ) rar 为 数 消 事件 


由 


， 
了 
种 取 法 . 然后 青 把 剩 下 的 (7 一 m) 个 球 任意 放 在 其 余 (m_1) 个 盒 中 ， 
放 法 有 (n 一 1 种 ， 据 科 法 原理 可 得 n(C) = (jn 一 Dr 


C 所 合 样 本 点 数 mn(C), 我 们 先 取 mm 个 球 放 入 指定 态 中 共有 ( ) 


故 P(C) = (7) (nm — 1)"—m nr, 

占 位 问题 在 统计 物理 学 中 有 重 昌 的 应 用 ， 这 里 的 “ 球 ” 可 理解 为 
粒子 ， 而 “ 盒 ” 则 代表 粒子 的 相位 我 们 介绍 的 是 “请 球 可 辨 *( 不 同 ) 
且 “ 和 名 盒 内 球 数 不 限 ”的 模型 .此 外 尚 有 "“ 球 不 可 办” “每 傅 盏 多 一 球 ” 
等 其 它 模 型 ， 在 此 不 一 一 详 述 . 

占 位 问题 的 一 个 特例 是 如 下 的 

酌 2.4 生日 问题 求 任 意 7 个 人 生日 各 不 相同 的 概率 . 

解 : 理解 一 年 365 天 就 是 365 个 盒 . r 个 人 去 任意 占 这 365 个 


盒 .。 “生日 互 不 祖 间 ” 即 每 盒 至 多 - 球 ， 此 即 上 例 的 事件 B. 于 是 所 
求 概 兴 为 


(™) 
人 ， 
r .365 -364...(365 一 > 十 


下 = 一 365r 
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一 30 时， 忆 (B}) = 0.294, 而 当 7 二 55 时 ， PiB) = 0.01. 不 是 
说 ， 侍 意 55 个 大 ， 伯 少 有 两 人 后 日 相同 的 颖 北大 到 99 吕 ,几乎 等 于 
必然 事件 的 概 检 了 ,我 们 知道 ,任意 366 个 人 至 少 二 大 生日 相隔 是 必 
然 事 件 ， 人 而 55 记 366 机 差 苦 于， 却 得 到 了 外 平 一 样 的 结论 ， 这 是 我 
们 直接 经 答 所 意 想不到 的 . 


例 2.5 公平 的 抽签 袋 中 和 有 了 个 红 球 与 5 个 黑 球 , 现任 意 不 放 回 
地 一 一 摸 出 ， 求 事件 Rk = 4 第 大 次 摸 出 红 球 } 的 概率 ， 


解 1: 视 间 色 球 是 可 姑 的 , 可 理解 球 不 仅 着 了 色 ， 还 编 上 不 同 的 
号 码 . 于 是 样本 点 是 这 tr 十 昌 个 球 的 全 排 州 , 即 ma = [fr 十 匀 !. 摸 球 
的 伍 意 性 澡 证 备 尽 本 点 等 可 能 , 故 是 古典 型 , 为 数 清 事件 RE 中 样本 点 
数 ， 我 们 分 解 它 为 两 小 串 行 的 过 程 : 先 从 r 个 红 球 中 选 -- 个 放 在 第 上 
个 位 置 上 . 共有 > 种 选 法 . 再 将 其 余 ("+b 一 1) 个 球 在 其 余 的 位 置 上 竹 
意 排 询 , 有 (r 一 8 十 1)! 种 方式 . 由 屁 法 原理 立 得 nt Ri) = 二 + 人 r 寺 b 一 1)1， 
页 得 PUB ) = 二 rj(r 二 +b). 

解 2， 视 同色 球 不 可 辨 ， 此 时 样本 点 取 次 于 这 (7 十 下 个 位 置 中 
哪 7 个 放 红 球 ， 共 存 mm 人 = ( 。 ) 个 样本 点 ， 而 RR 要 求 第 上 个 
位 置 些 须 是 红 球 , 于 是 只 需 从 (rr 十 8 一 1) 个 位 置 中 选 (r 一 1) 个 放 其 余 


b—l1 
的 红 球 ， 即 n(R = (| ) 代入 可 算得 PCB) =*/(r + 


两 种 解法 所 得 结果 相同 ,都 与 取 球 次 序 上 无关. 这 证 明 抽 签 是 公 
平 的 : 如 果 {7 十 起 个 人 将 有 7 个 人 中 签 , 那么 无 论 是 先 抽 还 是 后 抽 ， 
即 无 论 天 = 二 2 :7 十 和 每 人 中 复 的 概率 均 为 PB) = r+/(r 十 后 )， 
与 抽取 次序 无 关 . 


例 2.6 抽样 检验 袋 中 有 r 个 红 球 与 个 黑 球 ， 现 从 中 任 取 n 
个 ， 试 对 (1) 有 放 同 ， (2) 不 放 回 “二 方式 求 事件 忆 二 {fn 个 中 公信 
个 红 球 } 的 概率 . 

解 ， 不 放 加 情形 
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Tr 十 由 . 
样本 点 二 组合， 民品 一 ( ). 由 乘法 原理 可 得 nn(E) = 
7 


J- 





2, (2.6) 


有 人 认为 0( 忆 ) = 【 ,可 能 是 因为 只 从 字 古 上 注意 到 “ 沦 含 大 个 
红 球 " 的 缘故 , 实际 上 是 错 把 选 测 的 上 个 红 球 当 作 样本 点 ,而 不 是 
中 由 妈 个 球 组 成 的 样本 点 , 就是 说 样本 点 含义 不 - 致 了 ，“ 恰 含 天 个 
红 球 ”当然 意味 着 “其余 fn 一 月 个 均 为 黑 球 "， 这 是 绝 不 可 造 油 的 . 

放 回 情形 

样本 点 是 可 重复 的 排列 ， 样 本 点 总 数 nfQ) = (7 +b)*. 为数 清 百 
中 所 含 样本 点 数 ， 我 们 分 解 为 二 个 申 行 的 过 程 ， 完 确定 这 nn 个 球 中 
电大 个 位 均 上 是 红 球 ， 共 有 (”) 中 方式 :再 从 个 红 球 中 有 备 复 
地 选取 大 个 ,有 +* 种 取 法 ， 最后， 从 8 个 黑 球 中 有 带 复 地 取 (fm 一 
个 ， 有 如 下 种 取 法 ， 用 乘法 原理 知 n(E) 一 《”) sb" 故 有 


(Ge 


这 个 例子 可 用 六 产品 的 抽样 检 驻 ,以 红 球 代表 正品 ， 黑 款 代 表 次 
品 ， 则 PLE) 就 是 任 取 于 个 样品 中 愉 会 大 个 正品 的 概率 .两 种 取样 
方式 所 得 到 的 概 滨 12.6) 与 (2.7) 式 ， 分 别称 作 旦 几何 分 布 与 二 项 分 
布 ， 特 在 第 二 音 进 一 步 研究 . 

例 2.7 结 强 问 题 将 根 强 的 2 个 头 尾 意 两 两 相 接 ， 斌 求 事 件 
4=! 怡 结 成 呈 个 锥 与 吾 =({ 恰 结 成 -: 个 圈 } 的 概率 . 


解 ， 将 2n 个 头 任意 排 成 - 列 ， 然 后 使 第 1 个 头 与 第 2 个 头 相 
接 ， 第 3 个 头 与 第 4 个 头 相 接 ， 循 此 下 去 ， 最 后 第 【an 一 1) 个 头 与 
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第 2 个 头 相 接 因此， 一 种 接 法 相当 于 2m 个 头 的 一 个 全 排列 . 战 
PR 全) 一 【2 
为 实现 事件 4 的 更 求 ， 则 每 根 强 的 头 必 须 与 自己 的 尾 相 接 . 即 短 
恨 绳 的 两 个 头 必 须 排 在 第 {28 一 二 与 第 2 个 位 乞 上 (人 二 12 于) 
于 是 如 根 缚 的 位 置 共有 nl! 种 排 法 ,又 对 应 于 上 述 每 一 种 排 法 , 各 根 弹 
的 头 与 昆 又 都 行 两 个 排 法 ， 根 据 乘 法 原理 可 得 af4) = nl2?” = (2n)1. 
于 是 得 到 
P(A)= 1 
(2n)! (2mn 一 1 
下 面 再 求 事件 吕 中 样本 点 个 数 . 不 妨 直 接 数 一 数 满 足 “ 怡 成 一 
个 图 ”要求 的 2n 个 蒜 的 排列 种 数位 于 第 1 位 的 头 布 2m 种 选 法 ， 
然后 ， 第 2 位 的 头 共 有 [2% - 2) 种 选 法 ， 其 中 排除 了 已 选 定位 于 
第 1 位 的 绳 的 头 与 尾 ， 将 已 选 好 的 两 个 头 相 接 ， 就 剩 下 (nmn ~ 1) 根 
绳 的 (2n 一 2) 个头. 于是， 选择 第 3 个 头 有 {2n 一 3 种 方法 ， 再 
选取 第 4 个 头 有 (2m 一 49 种 方法 ，…… 循 此 下 去 ， 用 乘法 原理 便 得 
j=2n(2n -2}(22 一 2)(2n 一 息 …4.2.2:1 二 [2n)N(2n-2)1. 从 而 我 
们 得 到 








(2n}{2n — 2)1 {2% — 2)1 
(2n)! {2n — 1)1. 





P(B) = 


古典 概率 的 例题 很 多 ， 所 用 方法 灵活 多 样 . 利用 定义 直接 计 算 古 
典 概 率 的 例子 先 介绍 到 这 里 . 


1.2.4 “习题 

1. 设计 适当 的 试验 证 明定 理 2.1 中 组 合 性 质 3° 全 56°， 

2. 设计 适当 的 试验 ， 求 不 定 方程 zi 十 z2 十 … 十 zn 二 7 的 {1) 
非 负 整数 解 的 个 数 ， (2) 正 整数 解 的 个 数 ， 

3. 人 我 中 有 7 个 红 球 与 了 个 黑 球 ， 现 一 一 摸 出 ， 直 至 只 剩 下 同色 
球 为 赴 ， 求 剩 下 的 全 是 红 球 的 概率 ， 

4 疙 中 有 7 个 红 球 与 b 个 黑 球 ， 现 有 放 同 地 任意 措 球 ， 直 到 模 
出 宇 个 红 球 为 止 ， 求 恰好 摸 次 的 概率 . 
，1 有 . 





号 . 从 天 对 不 阿 的 鞋子 中 任 取 出 2m 只 12m < mh 求 其 中 以 有 大 
双 瑟 对 的 鞋子 的 概率 . 

和， 四 抛 十 1 个, 艺 抛 于 个 殉 掺 硬币 ， 求 甲 所 得 正面 比 忆 多 
的 概 举 . 

7. 某 公共 汽车 载 有 8 名 乘客 自 始 点 发 车 ， 此 后 共 停 10 个 车 站 
面 到达 紫 上 点， 假定 每 个 乘客 在 各 站 下 车 均 为 等 可 能 ， 求 下 列 事 件 的 概 
举 :， (1) 所 二 {每 站 全 多 1 人 下 车 }; (2) 吾 ={13 个 人 在 同一 站 下 
和 牛 }; (3) C= {8 个 人 都 在 量 后 - -站 下 车 }; (4) P= {8 个 人 中 怡 有 
3 个 人 在 最 后 -站 下 车 }; {5} 五 = { 最 后 一 站 已 无 人 下 和 车}. 

8. 将 1 个 不 同 的 球 任 放 入 个 不 同 的 合 ， 每 球 入 各 个 盒 均 为 等 
可 能 . 试 求 ( 无 空 盒 ， {2) 工 导 盒 空 着 的 概率 ， 

9. 将 7 个 相同 的 球 任 放 入 编号 为 1 至 ni 的 nn 个 合 {7 三 n), 每 
球 和 人 各 盒 均等 可 能 . 试 求 A = 1 指定 7 个 意 恰 各 1 球 }; B={ 每 盒 
至 名 1 球 }; C= 1 指定 盒 怡 有 m 个 球 } 的 概率 . 

10. 将 3 个 不 同 的 球 任 放 入 编号 为 1,2,3,4 的 四 个 意 ， 每 球 入 各 
盒 均 为 等 可 能 . 求 11) 拾 两 个 空 意 ;， (2) 有 球 盒 的 最 小 编号 为 2 的 
概率 . z 

11. 具 一 副 52 张 扑 殉 牌 中 任 取 出 5 张 , 求 下 列 事 件 的 概率 [1) 
以 态 打头 的 同花顺 次 5 张 ， {2) 其 它 辣 花 顺 次 5 张 ， (3) 有 4 张 同 
点 数 ; [4.3 张 同 点 数 另 外 2 张 也 同 点 数 ， (5) 5 张 同 花 ; (6) 异 花 
顺风 5 张 ; (7) 3 张 同 点 男 3 张 不 同 点 ， (8) 5 张 中 有 两 对 ; (191) 5 
此 中 愉 朋 工 对 :; 《0 其 它 情 形 . 

12. 将 一 副 54 张 扑 克 静 任 意 等 分 给 日 个 大 ， 试 求 双 正 玉 4 个 和 
都 分 给 某 一 个 人 的 概 举 . 

13. 将 7 个 红 球 与 8 个 黑 奈 任 排 成 一 烈 fr < 门 , 求 没有 两 个 红 
球 相 邻 的 概率 . 

14. 袋 中 装 有 编导 为 1 至 六 的 六 个 球 , 现 有 放 同 地 任 取 个 ， 
依次 记 下 其 臣 码 ， 求 (1 n 个 号 三 按 严格 上 升 排列 ;12) n 个 号 玛 非 
降 排 到 的 概率 . 


15. 有 2" 和 名 选 于 { 含 甲 与 乙 ) 参加 一 场 淘汰 赛 ， 第 一 轮 将 他 们 
仁 意 两 两 配对 比赛 ， 然 后 2"-! 名 胜 者 再 任意 两 两 配对 进行 第 二 轮 比 
赛 ， 循 此 下 去 ， 直 至 第 7 轮 决 出 一 各 冠军 为 止 ， 假定 每 一 各 参赛 选 
于 在 各 轮 比 赛 中 胜 负 均 是 等 可 能 的 , 求 甲 与 乙 在 这 场 比赛 中 相遇 的 概 


1.3 几何 概 型 
1.3.1 定义 及 例 


本 节 继 续 考查 样本 点 的 出 现 有 等 可 能 性 的 随机 试验 . 但 不 是 象 古 
典 概 型 那样 局 限于 右 限 多 个 样本 点 的 情形 、 有 和 所， 虽然 试验 的 可 能 结 
果 是 无 限 多 的 ， 但 由 于 试验 的 任意 性 或 对 称 性 ,各 样本 点 出 现 的 机 会 
仍然 机 等， 当然 ， 此 时 不 能 简单 地 通过 样本 点 的 计数 来 计算 概率 . 

假定 在 成 有 1 升水 的 容 喉 中 有 一 个 任意 游 动 的 细菌 现 从 容器 
的 任意 位 置 用 吸管 取出 10 毫升 的 水 样 ， 由 于 组 落 运 动 与 取水 样 的 仔 
意 性 ， 10 毫升 水 样 中 含有 这 个 细菌 的 概率 应 为 百 分 之 一 ， 即 等 于 水 
样 的 体积 与 水 的 总 体积 之 潮 . 

象 这 样 的 例子 还 有 很 多 , 它们 的 共同 特点 是 通过 空间 集合 的 几何 
度量 ( 体 职 ， 面 积 ， 长 度 等 ) 来 计算 概 此 . 

假定 试验 的 可 能 结果 是 空间 中 前 点 (如 上 后 中 取水 时 细菌 的 位 
置 ), 所 有 样本 点 的 集合 只 是 空间 中 … 个 几何 图 形 【上 例 中 装 在 容器 
内 的 1 升水 ). 它 可 以 是 1 维 ，2 维 ， 3 维 ， 甚 至 是 n 维 的 ， 样 本 空 
问 如 及 作为 随机 事件 的 子 集 4 都 有 有 限 的 几何 度量 ， 即 1 维 情形 入 
长 度 ，2 维 铺 形 的 面积 ，3 维 情形 的 体积 等 ,统称 为 勒 风格 测度 ， 由 
于 试验 的 对 称 性 ， 各 种 结果 出 现 是 等 可 能 的 ， 体 现在 样本 点 于 只 中 
介 分 布 ， 样 本 点 落 在 全 的 每 个 子 集 4 中 的 概率 只 与 4 的 勒 风格 
测度 mm(4) 成 正比 ， 而 与 4 的 位 置 及 形状 无 关 ， 由 于 此 村 0 较为 复 
条 ， 作 为 事件 的 由 的 子 集 不 能 太 和 任意 ， 至 少 应 当 是 可 以 度量 其 大 小 
的 ， 即 9 的 可 测 子 集 (参见 下 节 的 波 策 尔 集 ). 


定义 3.1 设 吾 为 中 维 欧 氏 空 间 中 的 确定 的 集合 ， 注 足 条 件 
0 < mi) +5. 对 的 任何 可 测 子 集 妥 4, 称 


mi{A, (3.1) 


DA) = mt{s2) 





为 事件 4 的 几何 概率 . 


由 勒 风格 测度 的 性 质 立 得 ， 但 .1) 式 定义 的 PP 满足 概率 所 应 当 
其 俩 的 

1° 非 负 性 ， P(A) > 0; 

2°? 规范 性 : PN) = 1; 

3” 可 列 可 加 性 : 对 任何 两 两 不 相 容 的 事件 列 {An} 有 


P(U 4n) = 5 P(A 
nm 二 1 中 一 
下 面 的 1.4.3 市 将 证 明 , 可 列 可 加 性 萄 含 1.1.4 节 所 述 的 可 加 性 . 
由 于 这 蛙 的 电 含 无 限 多 个 样本 点 ， 战 有 必要 兽 虑 涉 肥 到 无 限 和 多 个 事 
件 的 概率 ， 以 下 是 几何 概 型 的 基本 例题 . 


例 3,1 约会 问题 甲乙 二 人 约定 在 [0, 了 T] 时 段 内 去 某 地 会 面 , 规 
定 先 到 者 等 候 一 段 时 间 tt < 了 ) 再 离 太 ， 试 求 事件 4 = { 甲乙 将 会 
面 } 的 概率 . 


解 : 分 别 以 x,y 表示 甲乙 到 达 会 面 地 点 的 时 间 ， 则 样本 点 是 学 标 
平面 上 一 个 点 人 好, 切 , 而 样本 空间 侈 = {(z, 让 :< 2 研 T} 是 边 长 
为 了 的 正方 形 ， 由 于 二 人 到 达 时 刻 的 任意 性 ， 样 本 点 在 人 0 中 均 妇 分 
布 ， 属 几何 报 型 ， 我 们 关心 的 事件 是 。 

起 二 {甲乙 将 会 而 } = {x ENO: |z- yy. 

如 图 3.1, 4 是 正方 形 人 0 中 天 于 直线 x 一 y= 二 + 与 直线 zz 一 y= 一 t 
中 间 的 部 分 . 用 {3.1) 式 便 得 所 求 概 率 


_ maA) TT 1? t AN 
PW 1 ( ) 
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图 3.1 约会 问题 的 模型 图 3.2 全 3.2 的 模型 


例 3.2 在 圆周 上 任 取 三 点 A, B,C, 求 事件 EE = 二 {和信 ABO 成 锐 
角 三 角形 } 的 概率 . 


解 ， 不妨 假定 点 4, B,C 在 圆周 上 顺 时 针 排 列 ， 分 别 以 z,y，z 表 
示 4B,BC,CA4 的 弧度 , 手 是 样本 点 是 三 维 空间 中 的 点 42,2 2 而 样 
本 空间 为 全 二 {zy 2 :Xz 之 0 且 zy 十 zs 二 27}, 如 图 3.2, 人 0 是 
空间 坐标 系 下 的 三 角形 FGH. 由 任意 性 知 样本 点 在 0 中 均匀 分 布 ， 
即 属 于 几何 概 型 .我 们 所 关心 的 事件 是 吕 = {和 ABC 为 锐角 三 角形 } 
二 {Zz 2 二 和: x VY 7 即 图 3.2 中 三 角形 LMNI( 阴 影 部 分 )， 
用 (3.1) 式 可 得 

m{E 1 
例 3.3 薄 丰 投 针 问题 课 面 上 画 满 向 隔 均 为 a 的 平行 直线 , 现 向 

桌面 任意 投放 一 长 为 itl < a) 的 针 ， 求 事件 吾 ={ 针 与 某 直线 相交 
} 的 概率 . 


解 : 如 图 3.3, 针 的 位 置 出 针 的 中 点 到 最 近 直 线 的 距离 p 及 针 
与 直线 所 夹 锐角 日 所 决定 .于 是 样本 空间 二 和 {(p 人 :0<p 忌 
af2, 0<a<Tfai 它 是 坐标 平面 中 一 全 矩形 .由 投 针 的 任意 性 ， 样 
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本 点 (p,6) 在 9 中 均 和 分布， 是 几何 概 型 . 而 针 与 某 直线 相交 ， 当 且 
仅 当 p $sing. 即 事件 


上 
FE={(p8) EN:pS 3 sin B}. 





图 3.3 授 针 问题 图 3.4 投 守 问题 的 模型 


图 3.4 夯 出 这 一 -几何 概 型 的 图 示 ， 易 见 
Ei 


mi 一 开 ， m{lE) = |/ 5 sin Odd 一 5 


故 由 (3.1) 式 得 
mB) 2 
PE) = mln) za (32) 
蒙特 卡 洛 方法 将 上 述 投 针 试验 重复 % 次 , 如 果 记 录 到 事件 巨 发 
生 了 瑟 次 ， 则 巾 1.1.4 节 可 知 ， 当 充分 大 时 ， 加 的 频率 m/fn 可 


作为 概率 PLE) 的 近似 值 ， 于 是 由 {3.2) 式 可 得 





解 是 
下 习 -， (3.3) 


至 此 可 以 通过 大 量 重 复 投 针 试 验 , 用 (3.3) 式 计算 出 7 的 近似 值 ， 这 
个 例子 的 重要 性 在 于 , 由 此 开辟 了 一 条 通过 设计 适当 的 随机 试验 南 完 
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成 某 种 计算 任务 的 途径 , 这 就 是 著名 的 蒙特 卡 洛 方法 .以 后 将 给 出 运 
州 这 一 方法 的 进一步 例子 . 

由 以 上 例题 可 以 看 吕 ， 首 何 概 型 可 用 于 解决 包 何 问题 (如 例 3.3 
与 例 3.2), 也 可 用 于 解 桨 非 几 和 何 和 问题 (如 例 3.1). 但 不 论 哪 种 情形 ， 总 
应 当 画 出 几何 概率 的 模型 项 ， 其 下 标 出 样本 空间 Q 及 所 涉及 到 的 事 
件 ， 这 个 模型 图 是 正确 求 出 几何 概率 的 基础 上 述 图 3.1, 图 3.2, 图 
3.4 就 分 别 是 所 举 三 个 例题 的 模型 图 ， 


1.3.2 贝 特 朗 育 论 


1889 年 ， 法 国 数学 家 贝 特 朗 所 出 下 述 几 何 概率 问题 ， 并 给 小 二 
种 不 同 的 答案 . 这 就 使 有 的 人 对 当时 的 概率 论 中 的 - 些 概 念 与 方法 产 
生 怀 疑 ， 因 此 被 称 作 “ 奇 论 ”. 


例 3.4 在 单位 圆 上 任 作 一 菠 ， 求 弦 长 大 于 v3 的 概 浆 ， 





百 M 
M N 
| NN 
01) (2) 63) 


图 3.5 页 特 朗 站 论 
解 1: 如 图 3.5 中 (1) 图 不妨 设 藻 的 一 端点 4 己 取 定 . 问题 化 
为 在 圆周 上 任 取 另 一 端点 B. 故 样 本 空间 2 为 整个 圆周 ， 因 为 单位 
出 的 内 接 正三 角形 4MN 的 边 长 恰 为 V3, 故 芒 长 4B 大 于 V3, 当 
且 仅 当 端 点 B 落 在 MN 上 ， 巾 于 MMN 的 长 为 辕 周 长 的 1/3, 故 所 
求 概率 为 1/3. 
解 2， 如 图 3.5 的 (2) 图 .不妨 内 泛 碟 与 育 么 JMN 垂直 的 该 ， 
. 当 且 仪 当 弦 心 距 小 于 1/2, 邑 所 作 弦 的 中 点 在 EP 上 时 落 长 大 于 w3. 


. ?1 - 


| 


因此 所 求 概 率 为 1/3. 

解 3 如 图 3.5 的 (3) 图 . 纺 由 其 中 点 倍 设 箭 定 . 而 纺 长 大 于 V3 
的 充 要 条 件 是 弦 的 中 点 落 在 半径 为 1/2 的 问心 图 内 ， 帮 所 求 概率 为 
1 74. 

认真 分 析 上 述 解 题 过 程 可 知 , 产生 不 同 答案 的 根本 庶 因 是 题 明 中 
“ 尾 作 一 弦 ” 的 信义 不 清 . 对 “ 尾 作 ”二 字 持 不 后 的 理解 ， 就 会 得 到 不 
同 的 答案 理解 为 在 圆周 上 和 任 取 两 点 连 成 -- 缠 ， 则 所 求 概率 为 1/3; 理 
解 为 在 固定 直径 上 和 任 农 一 点 作 与 此 直径 重 真 的 纺 ， 答 案 为 1/2; 理解 
为 在 图 内 任 取 --- 点 作为 粥 的 中 点 而 作 疆 ， 则 所 求 概率 为 1/4. 三 神 不 
同 的 理解 对 应 着 不 同 的 随机 试验 , 从 府 有 不 同 的 样本 点 与 样本 空间 ， 
那么 所 得 的 管 案 不 同 就 不 足 为 奇 了 ， 

因此 ， 贝 特 裔 奇 论 不 仅 没 有 推翻 已 有 的 概率 论 概 念 与 方法 ， 亨 
且 推 动 了 这 -理论 向 前 发 展 . 正 是 基于 这 些 深刻 的 讨论 , 促使 从 事 慨 
率 论 研究 的 人 们 进一步 认识 到 ， 必 须 建立 概率 论 的 公理 化 体系 ， 使 概 
率 论 的 发 展 有 一 个 严格 的 数学 基础 , 于 是 ， 概 率 论 迎 来 了 本 记 纪 的 莫 
勃发 展 时 期 ， 


1.3.3 “习题 


1. 在 圆周 上 任 取 两 点 4, 8 连 成 一 孩 ， 再 任 取 两 点 C, DD 连 成 一 
弦 ， 求 4B 与 CD 相交 的 概率 . 

2. 向 面积 为 5 的 人 4BC 内 和 在 投 一 点 P, 求 APBC 的 面积 小 
于 S/2 的 概率 ， 

3. 在 一 张 打 上 正方 形 格 子 的 纸 上 找 放 一 枚 直径 为 奔 的 殷 币 ， 求 
方略 的 边 长 a 要 多 小 才能 使 硬币 与 方 格 不 相交 的 概率 小 于 1%? 

4. 甲 、 乙 两 船 欲 停靠 同 -- 码 头 ， 假 设 它们 都 有 可 能 在 某 天 的 - - 
层 刻 内 任何 时 刻 到 达 ， 且 甲 船 与 乙 船 到 和 达 后 各 需 在 码头 停留 3 与 4 
小 时 . 求 有 船 到 达 时 需 等 待 空 出 码头 的 概率 . 

5. 在 区 间 (0, 1} 内 任 取 两 个 数 , 求 下 列 事件 的 概率 ， (1) 两 数 之 
和 小 于 1.2; (2) 两 数 之 差 的 绝对 值 大 于 0.2; (3) 以 上 一 要 求全 满足 
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6. 在 区 间 {--11) 上 任 取 两 数 7, 求 二 次 方程 十 E+ 二 0 
的 二 根 (1) 部 是 实数 ; (2) 都 是 正 数 的 概率 . 

7. 把 长 为 1 的 线段 任意 折 成 3 段 ， 求 并) 它们 可 构成 一 个 三 角 
形 ; (2) 它们 中 最 长 的 不 超过 21/3 的 概 尝 ， 


1.4 概率 空间 
1.4.1 ”问题 的 提出 


运 今 , 我 们 已 经 介绍 了 古典 概 型 与 几何 概 型 , 它们 分 别 是 具有 有 
限 多 个 样本 点 与 具有 不 可 列 无 限 多 个 样本 点 情形 的 等 可 能 概 型 . 这 是 
慨 率 论 历史 上 最 先 接触 到 的 两 种 概 型 , 在 概率 论 的 建立 与 发 展 的 初期 
曾 起 着 重要 的 作用 . 但 是 它们 毕竟 局 限 在 “等 可 能 性 ”条 件 下 ， 对 于 
共有 可 列 无 限 多 样本 点 情形 及 其 它 许多 不 有 具备 等 可 能 性 的 随机 试验 
则 不 适用 . 面 对 复 从 多 样 的 随机 现象 ， 人 人 和 们 发 现 ， 仍 象 前 面 两 种 概 型 
那样 逐一 具体 地 定义 事件 与 概率 等 基本 概念 是 十 分 困难 的 ,而 必须 寻 
求 一 个 抽象 的 普遍 定义 ， 

另外 ,在 1.1.4 节 中 还 曾 给 出 概 举 的 “统计 定义 ”". 尽管 借助 频率 
欠 稳 定 值 引 入 概率 概念 时 没有 等 可 能 性 的 限制 , 但 那 至 多 只 是 一 种 摘 
述 ， 和 而 不 能 作为 严格 的 数学 定义 ， 当 时 我 们 就 已 指出 ， 不 管 随机 试验 
能 省 重复 进行 , 其 中 各 事件 发 生 的 概 府 总 是 客观 存在 的 . 大 量 重复 试 
答 中 得 到 的 频率 的 稳定 值 , 不 过 是 天 们 认识 概率 的 手段 之 一 ， 从 理论 
上 讲 ， 梳 率 的 定义 应 当先 于 频率 的 稳定 性 ， 只 有 当 概率 的 基本 理论 相 
当 完 善之 后 ， 才 能 彻底 讲 清 “频率 有 稳定 性 ”的 确切 含义 {参见 第 四 
革 极 限定 理 ). 因此 频率 的 稳定 值 显然 不 能 作为 概率 的 一 般 定 义 . 

历史 发 展 到 19 世纪 来 与 20 世纪 初 ， 一 方面 由 于 概率 论 本 身 的 
发 展 以 及 来 自 各 应 用 领域 对 机 率 论 的 需求 越 来 越 迫 切 ， 人 们 感到 很 有 
必要 完 状 概 闪 论 的 其 本 概念 ， 使 它 的 发 展 有 一 个 坚实 的 数学 基础 . 另 
一 方面 ， 当 时 的 数学 界 有 一 股 公理 化 的 潮流 ,许多 数学 分 支部 建立 起 
日 己 的 公理 化 体系 ,从 而 得 到 迅速 的 发 展 . 再 加 上 当 对 一 些 相 美的 数 
学 学 科 ， 如 勒 员 格 测度 与 积分 理论 已 相当 完善 在 这 样 背景 下 ， 概 来 
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论 学 背 为 建立 自己 的 公理 化 体系 所 作 的 奴 力 取得 显著 的 成 果 . 以 著名 
数学 家 柯 尔 蔓 芝 将 去 在 1933 年 出 版 的 和 名 簿 发 概 党 论 的 基本 概念 为 
主要 标志 ， 概 率 论 终于 有 六 自己 的 一 整 上 公理 体系 . 

简单 地 说 ， 公 理化 概率 论战 是 测度 论 式 的 概率 论 ， 其 基本 概念 问 
的 对 照 已 在 1.1.3 节 中 由 表 1.2 扼要 给 出 ， 我 们 把 试 答 的 冬 一 训 能 结 
果 归 结 为 抽象 空间 中 的 点 ， 样 本 点 所 组 成 的 集合 就 是 此 试验 的 随机 
事件 ， 而 事件 发 生 的 概率 ， 不 过 是 度量 这 些 集 合 大 小 的 一 种 特定 的 测 
度 . 现代 概率 论 教材 都 是 遵照 这 样 的 公理 体系 叙述 的 . 以 下 简要 介绍 
概率 空间 的 基本 概念 与 性 质 , 并 给 出 利用 这 些 性 质 算 虞 率 的 进 …- 步 的 
例题 . 


1.4.2 事件 = 代数 


有 关 翌 本 空间 中 哪些 子 集 算 作 随机 事件 的 问题 , 是 公 理化 定义 中 
的 第 一 个 议题 . 当然 ， 在 不 同 实际 问题 中 事件 的 选择 订 以 不 尽 相 同 . 
例如 ， 预 报 茶 地 某 日 的 最 低 气 温 ， 其 样本 空间 应 当 是 -个 区 间 ， 通常 
人 人们 会 关心 象 {最 低 气 温 为 DC {最 低 气温 在 1 全 8°C 之 问 
} 这 样 的 结果 . 就 是 说 ,诸如 单 点 集 与 区 闻 这 样 的 子 集合 应 当 是 随机 
事件 ， 然 后 再 经 过 集合 的 交 、 并 、 余 等 运算 所 得 集合 伺 应 当 是 事件 . 
新 产 牛 的 事件 再 经 过 上 述 运算 又 会 产生 一 些 事件 . 循 此 下 去 , 由 事件 
组 成 的 类 会 相当 复 蕉 ,但 是 ， 如 昌 人 们 只 关心 会 不 会 结 冰 ， 即 只 关心 
于 ={ 最 低 气温 在 0°C 以 下 } 与 4 = 最低 气 温 高 于 09C}, 则 由 两 个 
事件 4 与 4 再 经 过 上 述 运算 ， 所 生成 的 事件 类 却 极为 简单 ， 总之， 
简单 也 好 ， 复 杂 也 好 ， 只 要 够 用 就 行 . 这 当然 要 根据 具体 问题 而 定 . 
但 是 , 我 们 不 能 逐一 讨论 各 种 具体 的 随机 试验 ,而 是 要 设法 拒 其 中 本 
质 的 东西 抽象 出 来 ， 给 出 随机 事件 的 公理 化 定义 大 们 发 现 ， 作 为 出 
样本 空 闻 2 的 子 集 组 成 的 事件 类 ， 只 要 对 至 多 可 列 的 并 、 交 及 佘 运 
算 【 合 称 波 雷 尔 运算 ) 封闭 就 够 用 了 . 


我 们 总 滩 样 本 空间 是 给 定 的 非 空 集 合 . 
定 尽 4.1 由 样本 空间 中 的 菜 些 子 集 组 成 的 类 二, 如 果 上 只 有 如 
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下 性 质 ， 
{1} EA, 
(2) 若 4E 天， 则 4 & 下 (对 递 封闭 ); 
(3) 若 一 切 #5 E 下， 则 U. 4 [对 可 列 并 封闭 )- 


则 称 坟 为 9 上 的 事件 v 代数 , 而 天 中 的 集合 称 作 隐 机 事件 , 简称 事 
件 


定理 4.1 设 和 是 事件 o 代数 ， 则 有 
(4) 全 全 无; 
[5) 车 An EF,n=12,.… 则 门 4 6 大 


主 一 十 


(6) 车 A1,-…: ,过 丘 正 ， 加 | U4 E 关 且 N 二 EA 
上 二 
(7) 车 A,BE 开 , 则 及 一 Be 


证 明 : 由 (1) 与 (2) 立 得 (4). 再 用 对 偶 律 及 (2),(3) 得 证 (5). 将 
(3) 或 (5) 中 Ani1s An421'… 均 取 作 全 或 中 使 得 到 {6) 中 两 个 结 
、 论 . 最 后 ， 由 4 一 B= 4 门 B, 用 (2) 与 (6) 可 得 (7). 定理 证 毕 . 

至 此 可 知 ， 由 (1) 至 (3) 定 闵 的 事件 go 代数 是 对 杆 一切 波 雷 水 运 
算 封闭 的 非 空 类 ， 这 对 于 我 们 解决 各 种 概 举 问题 已 经 是 足够 大 了 . 注 
意 ， 我 们 的 公理 体系 不 考虑 不 可 列 雹 荐 多 个 事件 的 运算 . 

对 于 任意 给 定 的 样本 空间 全, 只 由 6 与 全 组 成 的 类 是 事件 o 代 
数 ， 称 {@, Q} 为 平凡 = 代数 ， 它 刻画 了 非 随机 的 必然 现象 ， 另 一 个 
极端 是 由 中 的 一 切 子 集 组 成 的 类 ， 它 对 于 一 切 集合 的 运算 均 封 闭 ， 
因而 是 事件 o 代数 . 当 由 为 至 多 可 列 集 时 ， 即 随机 试验 只 有 厂 限 个 
战 可 列 无 限 多 个 结果 时 ， 通 常 采用 这 个 最 大 的 事件 e 代数 ， 即 认为 
0 的 任 子 集 都 是 事件 ， 设 4 是 样本 空间 人 的 :个 非 空 真子 集 ， 则 

二 { 包 ,4, 4,81} 满足 定义 4.1 中 的 三 个 条 件 ， 即 此 下 为 事件 og 代 

下 它 适 用 于 只 有 两 个 可 能 结果 4( 称 作成 功 ) 与 4 ( 称 作 失败 ) 的 随 
机 试验 . 

为 给 出 更 复杂 的 事件 o 代数 的 例子 ， 我 们 需要 引进 “生成 gz 代 
数 ” 这 个 概念 ， 正如 本 节 开 头 所 说 ， 可 以 从 外 的 一 些 最 基本 的 子 集 组 
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成 的 类 出 发 ， 反复 经 过 了 于 集 问 的 波 青 尔 运算 ， 沾 断 添加 新 的 子 集 米 扩 
大 这 个 类 , 直 全 得 到了 包含 那个 基本 子 集 类 的 5 代数. 下面 换 :个 方 癌 
说 ， 也 可 雇 从 人 0 的 一 切 子 集 组 成 的 最 大 的 o 代数 出 有 发， 清除 不 必要 
的 子 集 ， 巡 步 第 沾 这 个 类 ， 直 至 得 到 包含 着 虹 基 本 子 集 的 事件 o 代 
数 . 设 昌 为 人 2 的 子 集 给 成 的 非 宝 类 如 果 瑟 和 下 都 是 包 信 98 的 
5 代数 , 那么 五 们 大 仍然 是 包含 台 的 钱 数 . 石门 记 了 9 显然 成 
女 ， 于 证 明 石门 5 仍 为 5 代数 ,我 们 逐一 验证 定 羡 4.1 中 的 三 条 公 
理 刀 可 .向 媳 由 Ee 与 人 EF 可 闭合 E 开门 态 , 寺 是 公理 {11 
得 证 . (2) 与 {3} 的 验证 留 作 冻 习 ， 不 堆 看 人 到， 这 一 论证 对 于 任意 老 
个 5 代数 的 交 的 情 拱 仍然 于 用 .假定 所 三 包 念 9 的 o 代数 组 成 一 个 
5 代数 族 【< 了 | 由 于 人 的 一 切 子 集 组 成 折 类 是 包 售 9 的 o 民 
数 , 故 上 述 指 标 集 工 非 空 ， 按 上 面 的 论证 ， 站 天 仍然 是 包含 9 的 


5 代数 ,人生 是 族 4, t+ ET} 中 最 小 的 一 个 ， 称 之 为 类 98 生成 的 5 和 代 
数 , 记 作 zt9). 有 了 这 些 准备 ， 我 们 可 以 介绍 实数 集 及 = 【一 cc 二 co) 
上 一 个 最 重要 的 事件 g 代数 . 

例 4.1 波 雷 尔 集 设 中 = 器, 取 全 体 半 直线 组 成 的 炎 


厂 一 {{—o0, x) 一 人 十 cc 上 


则 称 otPP) 波 雷 尔 集 类 , 通常 把 这 个 g 代数 记 为 总, 称 召 中 集合 为 波 
雷 尔 集 ， 
由 o 代数 的 定 疼 及 定理 4.1, 注意 到 
[ae ,六 一 【一 oo 及 一 (一 caji 上 ,可 一 站 |[e, 吉 十 -) 
_ n=:1 - 

{6} = [a,b — La,b); (a,b) = [a,b) — {a), 
可 则 关中 的 一 切 区 同 , 一切 至 多 可 列 集 ， 一 切 开 党 ， -一切 财 集 等 都 是 
波 圳 尔 集 ， 和 总之， 当 样 本 空间 中 = 中 时， 到 波 雷 尔 集 类 如 作为 其 上 
的 事件 e 代数 已 经 能 用 了 . 


当 入 是 喘 的 其 个 子 底 间 时 ， 我 们 可 用 由 变 上 述 波 需 尔 子 集 类 如 
中 每 一 个 集 ， 并 将 得 到 的 类 作为 吕 上 的 事件 o 代数 . 
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上 述 波 雷 尔 集 的 概念 还 可 以 推广 到 多 维 情 形 ， 比如 平面 RR 上 的 
波 雷 尔 子 集 类 BB 可 定义 为 全 体 和 矩形 所 生成 的 o 并 数 , 它 也 包含 了 平 
面 上 的 常用 集合 - 在 此 不 一 一 涯 述 . 


1.4.3 ”概率 测度 


有 了 随机 事件 的 概念 之 后 , 我 们 来 建立 事件 概率 的 公理 化 定义 . 
回忆 在 概率 的 训 典 定 疼 ， 几 和 何 定义 及 es 中 ， 都 强调 了 它们 
县 有 非 负 性 ,规范 性 和 可 列 可 加 性 ， 1 三 条 就 是 事件 概率 的 
本 质 特征 ， 是 我 们 和 定义 概率 的 基本 公 


定 流 4.2 设 工 为 样本 空间 显 上 的 事件 e 代数 , 和 上 的 实 值 肖 
数 P{4) 如 果 有 具有 
1° 非 负 性 任 A4Ae 厂 有 P(A}>0 
2°? 规范 性 ， 记 (9) = 1，; 
可 天 可 加 性 ， 对 下 中 任何 两 两 不 相 容 的 事件 列 {A4n} 有 


Pr U An) = YP{An), (4.1) 
人 一 丸 二 1 


由 称 此 一 为 地 上 的 概率 测度 ,而 P(A4)} 称 为 事件 4 的 概率 . 


定 4.3 一 个 非 空 的 样本 空间 中 一 个 满足 定义 4.1 中 条 人 竹 
(DD),(2),(3) 的 吕 上 的 事件 cc 代数 大, 一 个 定义 于 天 上 渍 足 定义 4.2 
中 人 条件 1*,2°,3° 的 概率 测度 PP, 组 成 的 三 元 体 (人 天, 已) 称 为 概率 空 
间 . 

每 一 个 随 拟 试 验 痢 有 它 上 月 已 的 概率 空间 , 它 是 研究 这 个 随机 试验 
的 概率 模型 . 概率 论 的 公理 化 体 率 中 和 包含 着 概率 空间 中 共同 的 规律 性 
的 东西 ， 它 们 适用 于 刻画 各 种 其 体 问 题 的 概率 空间 . 

例 4 和 .2 只 努 里 概率 空间 取 大 = {4,4,9), 其 中 有 4 为 人 的 
非 空 真子 集 . 和 任 取 两 个 正 数 p 与 gp 二 9 二 1. 令 PI@)=0,P(A) = 
p; P(A4) = 9,P(Q) = 1. 易 证 此 已 是 一 个 概率 测度 ， 从 而 【D, 下, 号) 
是 一 个 可 率 室 间 . 它 是 描述 贝 努 里 这 验 {参看 2.2.1 节 ) 的 概率 空间 ， 
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例 4.3 有 限 概 率 空间 样本 空间 是 有 限 集 = {ony in}. 事 
件 = 代数 天 取 为 下 的 一 切 子 集 ( 共 2? 个 ] 组 成 的 类 . 取 个 非 负 实 
数 2 pn, 使 Pi 十 `… 十 Pr 一 1 最 后 ， 对 名 的 每 一 子 集 二 令 


P(A)}= 》 ps, (4.2) 
ci 瑟 骨 

不 难 验 证 ， 天 上 的 己 有 非 负 性 , 规范 性 与 可 列 可 加 性 , 即 王 为 概率 测 
度 . 称 此 (人 2, F, P) 为 一 有 限 概率 空间 . 特别 取 mi = 1/n,t = 1,.…,n, 
就 是 古典 概率 空间 . 注意 在 1.2.1 节 古 典 概率 定义 中 只 提 到 可 加 性 . 
这 是 因为 此 时 下 只 含有 有 限 个 事件 ， 故 要 取出 3° 中 两 两 不 相 容 的 
事件 列 {4%}, 其 中 必 有 无 限 多 个 是 不 可 能 事件 @. 由 下 面 的 定理 4.2 
便 得 ， 此 时 可 施 性 与 可 列 可 加 性 是 等 价 的 ， 


一 切 子 集 所 组 成 的 类 . 取 非 负 实 数列 fpn}, 使 pr = 1. 再 按 (4.2) 
下 二 ] 

式 定 义 P(A4). 可 以 验证 此 忆 具有 性 质 1°,2°,3°， 从 而 (人 2, 下, 了 ) 为 

概率 空间 ， 称 为 离散 概率 空间 . 


例 4.5 几何 概率 空间 (以 1 维 为 例 ) 样本 空间 Q 是 (一 co， +o0) 
中 的 波 雷 尔 集 ， 具 有 正 的 有 限 勒 贝 格 油 度 ， 事 件 代数 天 取 作 8 中 
的 波 雷 尔 集 类 .对 每 个 4E 大, 取 P(A4) 如 上 节 {3.1) 式 ， 不 难 验 证 
P 具有 性 质 1°,2°, 3°. 于 是 得 到 几何 概 型 的 概率 空间 (9, 天, PP). 


下 面 从 概率 空间 的 公理 1°,2°,3° 出 发 ， 导 出 一 般 概 率 空 间 的 普 
遍 性 质 . 

定理 4.2 设 (QQ, 下 , 卫 ) 为 一 概率 空间 ， 则 其 上 概率 PP 具有 如 下 
性 质 : 

4° PIO) = D:; 

5” 有限 可 加 性 ， 车 41,…, A 为 大 中 两 两 不 相 雁 事件 ， 则 


也 

全 

只 

| 
fl 


P(A:); (4.3) 
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6° 可 减 性 : 若 A,BE 且 ACB, 则 P(B 一 4) = P(B}- P(A); 
7° 单调 性 : 若 4,Be 且 A4CB, 旭 P(A) < P(B); 

8° P(A) = 1 — P{A); 

9” 如 法 定理 任 41,.…,A。nE 丰 有 


Th 


PLU 如)= 3 PC - > PlA:A;) 


天 一 1 
+ D2, PlAiAyAR)— +(-1)" 1 P(A. A); 
itETE 人 En 


(4.4) 
10° 下 连续 性 ， 洲 A; EF 有 A, CA Nn = 1,2,.., 则 


P(U 45) = lim P(An); 


11” 上 连续 性 ， 若 A%E 天 且 85 DA =12.， 则 


P(N 4 = lim P(An); 
Tt 三 nh 
12° 次 调 如 性 : 任 4; EF,n 一 1,2,..., 有 
P(U 4 < > Plas). 
= 他 一 1 
证 明 : 3” 中 取 4 三 总 即 得 由 .3 中 取 4 二 Anjy2 二 -… 二 
加, 联合 4 便 得 5*. 注 剖 到 4C 召 时 有 召 = 4 NB- 一 4 且 右 方 为 
个 变 并 ， 用 5° 人 恒 得 证 6°. 由 5 及 1° 得 证 7°. 5° 中 取 玉 = 只 得 用 
2° 可 得 87. 
为 证 加 法 定理 ,我 们 对 作 归 纳 法 ， 于 = 2 时 将 Ai As 写 
为 不 交 并 
4 Ua4a = [41 - (ALA2)] UA A2) [A2 ~ (A1A2). 


运用 5°,69 便 得 证 (4.4) 式 在 n= 2 时 真 . 现 设 (4.4) 证 ni 时 已 真 ， 
Tn 十 1 了 
将 J 蕊 : 视 为 U 4# 与 4n+l 天 个 事件 之 并 . 运用 n= 2 时 [4.4 
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己 真 及 归纳 法 候 设 ， 直 接 计算 便 可 推 册 (4.4) 式 于 (n 十 1) 时 仍 真 . 
性 质 9 得 证 

在 {A} 单调 上 升 的 情形 , 令 B1= 4 Bn 二 As 一 Ani(n > 1). 
则 有 U4。- U B。 目 右 方 为 不 交 并 ， 运 用 3° 得 


P(U 4) = P(B,) = limS、P(Bn)， 
n=1 站 一 1 天 三 工 
再 运用 5° 及 4。 = U Bi 便 得 证 
起 二 
PLU An) = limP(U Be) = lim P(A,). 
LE i 大 二 1 下 


此 邯 下 连续 性 10*. 在 {4。} 为 下 降 事 件 列 的 情形 考虑 事件 列 {4,}， 
则 由 10° 及 8* 可 导出 上 连续 性 11°. 最 后 证 明 次 可 加 性 12°. 利用 加 
法 定理 9* 并 对 n 作 归 纳 法 可 得 ， 对 任何 n>1 有 
P(U Ar) < YP(As). 
k=1 gk—1 


令 呈 一 co0, 据 报 率 的 下 连续 性 10? 便 完成 12? 的 证 明 . 定理 至 此 全 
部 证 完 . 

我 们 指出 ， 上 述 性 质 10° 与 11° 所 以 称 为 “连续 性 ”, 是 因为 它们 
都 表明 在 单调 情形 下 , 概率 与 极限 符号 可 以 交换 次 序 . 例如 对 上 升 事 
件 型 情形， 我 们 有 (参见 习题 1.1.5 的 第 5 题 ) 


这 表明 事件 列 {4。} 有 极限 lim A。 = U A。. 于 是 下 连续 性 10* 可 
改写 为 Piim An) = lim P(A，). 


1,4.4 利用 性 质 算 概率 的 例 


前 看 我 们 已 经 给 出 直接 利用 古典 概率 及 几何 概率 的 定义 计算 概 
率 的 例题 . 现在 我 们 已 对 一 般 的 概率 空间 导出 了 概率 的 一 系列 性 质 ， 
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这 些 性 质 当 然 也 适用 前 述 两 种 特殊 的 概 淮 宅 间 ， 下 钾 介 绍 利 用 概 准 的 
性 质 入 伞 12° 计算 事件 概率 的 重子 


例 4.6 nn 对 夫妇 任意 在 一- 排 2n 个 椅子 上 就 床 ， 求 事件 4 = 
{有 夫妇 不 相 邻 的 概 浆 . 


解 ， 显 然 样 本 点 是 这 2n 个 人 的 全 排列 ， 即 ma 二 (27)1. “有 二 
妇 不 丁 邻 ”包含 了 有 一 对 ， 两 对 ， 等 情况 ， 右 一 对 情 撒 又 览 分 是 3 
对 还 是 邳 对 ,以 及 不 相 邻 夫妇 的 间隔 和 针 光 字 等 . 故 直 接 考虑 事件 4 
中 的 样本 点 数 较为 内 难耐 其 丰 立 事件 二 ={ 光 夫 妇 不 相 邻 } 则 很 
简单 ， 由 乘法 原理 易 得 n(4) = nl2*. 硕 PI4) = 1/[2n 一 1). 用 概 
梁 性 质 8° 立 得 已 (4 = 1 一 17t2n 1)1. 

运用 性 质 8” 算 概 率 是 个 有效 的 方法 ， 当 我 们 要 计 算 什 一 个 事 
件 4 的 概率 时 ， 都 可 以 先 想 一 下 ， 是 4 还 是 4 的 概率 容易 求 出 ? 往 
往 上 可 以 得 到 很 好 的 效果 ， 


例 4.7 菏 丰 投 针 问题 的 续 向 画 注 问 隔 为 a 的 平行 直线 的 桌面 
上 任 投 直 竺 为 上 < 四 的 半 甫 此 纸 片 ， 求 事件 至 = { 纸 片 与 时 直 
线 相交 } 的 概率 ， 


解 ， 可 以 象 解 例 3.3 那样 直接 建立 这 个 问题 的 几何 概率 模型 . 下 
面 设 法 用 概率 的 如 法 定理 (性 质 9°) 得 到 所 求 的 概率 . 

设想 将 半 向 珍 纸 片 拼 成 一 个 圆 浓 ， 并 记 玉 = { 新 拼 的 半圆 形 与 
某 豆 线 相 菇 上}. 我 们 有 

UF= {直径 为 1 的 贿 形 与 某 址 线 相 交 】， 

EfF= {长 为 1 的 线段 { 即 公 共 直 径 ) 与 某 直 线 相 父 ). 


中 倒 3.3 知 
2 


na 
为 求 已 豆 同 以 > 才 间 心 到 举 面 上 最 近 直 线 的 此 离 , 则 只 = [0, a/f32] 
调 天 UF= {renN:r< 2}. 履 


PIENF)= 


P(EUF)=-= 开 


部 性 


利用 加法 定理 (4.4) 式 得 


P(E)+ PP) = PIBUF) + P(ENF) = +. 


TT 





再 由 对 称 性 知 PLE) 二 PL), 长 所 求 概率 
1 

P( 可 = 全 一 一 
注意 上 式 的 分 子 怡 为 半 辆 形 纸 片 的 届 长 , 其 实在 最 初 算出 的 针 与 某 直 
线 相交 的 概率 中 ， 分 子 2 也 可 看 作 针 的 周 长 . 同时 ， 上 面 算 出 圆 与 
某 直 线 相交 的 概率 为 于, 其 分 子 也 是 圆周 长 . 我 们 不 禁 要 问 ， 抛 掷 更 
一 般 的 图 形 时 是 否 也 有 相应 的 结论 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 在 些 不详 加 统 
述 ， 只 在 本 节 习 题 8 中 讨论 另外 一 个 特例 . 


例 4.8 配对 问题 参加 集合 的 7 个 人 将 他 们 的 帽子 放 在 一 起 ， 
会 后 每 人 任 取 一 项 帽子 藏 上 . 求 愉 有 上 个 人 戴 对 自己 的 帆 子 的 概率 . 


解 ， 为 叙述 简便 ,我 们 把 “1 个 大 戴 对 了 自己 的 幅 子 ”简称 为 “1 
个 配对 ”, 并 记 A ={ 怡 有 处 个 配对 上}. 

先 看 上 二 0 的 情形 ， 即 求 4o = {mn 个 人 中 无 配对 } 的 概率 . 初 看 
起 来 4o 比 其 对 立 事件 4o = {rn 个 人 中 有 配对 } 要 简单 . 正 象 我 们 前 
面 说 过 的 , “有 配对 ”要 分 为 有 1 个 ，2 个 配对 等 情况 , 有 1 个 配对 又 
要 分 析 是 哪个 人 配对 等 等 . 但 是 事件 Ao 可 以 分 解 为 若干 事件 之 并 ， 
而 如 法 定理 9° 提供 了 分 解 复杂 ( 较 难 求 概率 ) 事件 为 简单 下 本 
事件 来 计算 概率 的 途径. 令 B; 二 14 第 i 个 人 配对 上 了 i 二 1,…,n. 则 
有 Ao 一 U Bi. 显然 右 方 请 B; 不 是 两 两 不 相 容 的 ， 故 不 能 用 有 限 可 


加 性 计算 PCR) 但 是 可 运用 加 法 定理 9° 得 到 


P{ #0) -=D p(B)- b, PlBiB;))+:+(-1)" 1P(B...B,). 


liti 人 dn 


不 妨 设 nn 项 帽子 已 排放 完毕 , 样本 点 就 是 到 个 人 的 全 排列 , 苑 mfD) = 
n! 易 见 ， 对 一切 加 7, 不 一 1,2, “1, 只 要 t, 下 两 两 不 同 ， 则 有 


nLB:) 一 (n 一 1)!, n(B;B,) 一 (7 一 2)1, 


: 35 . 


再 ij 呈 全 人 一 3 本 1 


代入 可 得 到 
一 1 1 i 
PA) Di 开 CO 


1 <i<n 1<ic<j<n 


注意 到 上 式 各 和 号 内 被 加 项 均 与 局 j 等 指标 无 关 ， 且 第 个 和 号 恰 含 
人] 机 代入 可 得 


一 1 1 
PAV) 
冉 用 人 性质 3” 得 


PlAn} = 1 — Prd,) 


HH 
W 
' 
| 
| 


注意 ,, 当 人 人 数 n 趋 于 无 穷 时 ，“ 无 配对 ”概率 的 极 腿 为 e-!. 这 是 客 
观 志 界 中 存在 的 丸 一 个 与 e 有 关 的 量 ， 

下 面 对 一 般 的 天 之 上 求 PLAE). 为 此 记 Cs = {恰好 时 指定 个 
人 配对 }. 由 乘法 原理 可 得 n(Ak) = (2) RLCEj. 注意 到 恰好 其 大 
个 大 配对 相当 于 其 余 1n 一 个 无 配对 ， 由 上 述 对 4o 所 得 结 杂 知 


镁 一 虑 1 
PC) = 2_(-1)-. 
一 性 
注意 此 时 共有 于 一 上 个人， 故 上 述 概率 等 于 (Ck)/(n 到 1, 出 此 可 
得 


了 一 上 


n( OR) = CE IDD 
1 二 0 
我 们 且 终 得 到 
nt E) 也 一 大 
PLAxr) = (J 一 二 DD 


此 结果 对 于 让 二 00.1, 全 成 立 ， 令 人 人 数 于 0 得 权限 概率 为 
elk 

本 例 解 题 过 程 中 用 到 : (1) 通过 对 立 事件 4o 算 概率 P(A6); '2) 
分 解 事件 4o 为 B1,……,B, 之 并 ， 用 加 法 定理 化 玲 为 易 计 算 概率 ; 
43) 通过 已 在 的 概 这 P(Ck) 得 到 事件 Cx 中 梓 本 点 个 数 ， 这 些 都 基 很 
有 启发 性 的 方法 . 

下 面 的 例题 提供 了 概率 的 上 产 续 性 11 与 次 研 加 性 12° 的 应 用 . 


例 4.9 假设 有 一 个 无 限 大 的 箱子 和 标号 为 自然 数 的 无 限 儿 个 
球 ， 并 且 有 一 个 装 兽 可 以 “上 要 多 块 有 多 执 ” 地 完成 放 球 取 球 动作 . 假 
定 我 们 在 差 1 分 12 点 时 ， 将 1 人 定 10 号 球 放 入 箱 中 并 取出 1 导 球 ， 
在 差 172 分 12 点 时 将 11 至 20 球 放 入 箱 中 并 取出 11 号 球 ，….， 
如 此 下 去 ， 那 么 在 12 点 整 ， 箱 中 将 有 充 限 多 个 球 、 钢 保持 上 述 放 球 
方式 未 变 ， 而 改变 取 球 的 号 码 为 : 第 1 次 取出 1 只 球 , 第 2 次 ( 即 
老 1/2 分 12 点 时 ) 取 出 2 号 球 ，…， 如 此 下 去 ， 则 在 12 点 整 箱子 
应 是 空 的 . 如 陈 再 把 取 球 方式 改 为 “等 次 任 取出 一 球 ”, 完整 地 说 ， 对 
只 一 12 在 差 172" 1 分 12 点 时 将 第 (l0n 一 91 号 至 第 10n 号 
球 放 入 箱 中 ， 并 任 取 出 一 球 .我们 要 证 时 ， 事 件 4 = 了 {在 12 点 整 箱 
子 是 空 的 + 发 牛 的 概率 为 1. 


证 明 : 令 所 =={ 在 12 点 整 ; 号 球 丰 箱 路 则 二 门 瑟 .用 次 
1 二 1] 
可 加 性 知 
P(A) < > PE 
二 1 


如 能 对 i = 1,2,…, 证 明 P( 玉 ) = 0, 则 由 上 式 及 非 仙 性 1? 可 知 
P(A) = 0, 从 而 完成 了 证 明 . 我 们 先 以 所 为 例 . 

以 已, 表示 在 前 ”次 放 球 取款 后 { 即 差 1/2"-1 分 12 点 时 )1 号 
球 仍 在 征 中 这 一 事件 ， 则 有 
0.18.27..... {9n) 


P(E) = 
人 10.19.28..... [9n 十] 
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这 是 内 为 ， 为 要 五 . 发 生 必 须 且 只 需 前 于 次 都 没 取 到 1 号 球 于 是 第 
1] 次 有 9 种 取 法 ， 第 2 次 有 18 种 取 法 ，…… 第 次 有 9 次 取 法 . 
此 即 Ei, 中 样本 点 数 . 同 理 可 得 样本 点 总 数 为 10 .19 .28. (9n 十 了 
注意 到 事件 列 {5,} 是 单调 下 隆 的 ， 有 


lim En = B= Fm, 
n 生生 


收 用 驾 雍 的 上 连续 性 11° 可 得 


P(F1) = lim P(E.) = i (se) 


由 分析 知 级 数 沁 让 = +oo, 这 等 价 于 攻 {1+ 走 ) = 一 co, 故 


1 


P(F,) = [Ta+ 二 中 =0. 


对 于 一 般 的 i 只 要 n 充分 大 ， 使 得 i 号 球 已 放 入 箱 中 ， 其 余 计算 类 
似 ， 即 得 证 P(Ei] = 0. 至 此 完成 了 了 (4) = + 的 证 明 . 


1.4.5 习题 


1. 伐 中 有 编导 为 1 全 6 的 6 个 球 ， 现 不 放 回 地 任 取 油 3 个 ， 求 
3 个 球 中 号 码 1,2,3 至 少 出 现 1 个 的 概率 . 

2- 我 中 有 ( 训 一 也 个 白 球 与 工 个 黑 球 , 每 次 从 竹中 任 取出 1 球 ， 
并 换 一 个 恨 球 放 回 ， 求 第 不 次 取出 白 球 的 概率 . 

3. n 对 去 妇 任 意 围 一 圆 捍 就 诺 ， 求 有 夫妇 不 相 邻 的 概率 . 

4. 将 一 枚 均匀 的 骨 子 据 n 次 ， 求 得 到 的 最 大 点 数 为 5 的 概率 . 

5. 从 净 有 红 、 白 、 黑 球 各 一 个 的 禾 中 任意 有 放 问 地 取 球 ， 直 至 3 
种 颜色 的 球 都 取出 过 为 上 , 求 取 球 次 数 {1) 大于; (2) 恰 为 天 的 概 

6. 处 一 副 52 张 扑 充 牌 中 有 放 回 地 任 取 多 张 (n> 沁 , 求 这 nn 张 
包含 了 全 部 4 种 花色 的 概率 . 
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7. 从 0 1 9 这 10 个 数字 中 不 艾 回 地 任 取 m 个 ， 求 于 个 数 
之 积 能 被 10 整除 的 概率 . 
8. 向 画 满 间隔 为 a 的 平行 直线 的 桌面 上 尾 投 旅 一 三角形. 上 假定 
三 角形 三 条 边 长 站 ia 均 小 于 a， 求 此 三 角形 与 某 直 线 相 从 的 概 
过. 
9. 一 次 口试 准备 了 入 张 考 签 .每 个 考 牛 从 中 和 任 取 一 张 用 毕 放 
回 , 求人 个 (n 之 入) 考生 考 完 后 ， 考 签 全 被 用 过 的 概率 . 
10. 月 概率 想法 求 n 航行 列 碟 展开 成 中 合 主 对 角 线 元 的 项 数 . 
11. 用 概率 想法 证 明 对 任何 自然 数 4, A(a < 4) 有 
4 4_a (4 al 
a 二 了 二 +t A 
(A—a(lA—a— 1)...2:1 
(A DA- 2 1 


12. 试 证 明 ， 对 任意 两 个 事件 4 与 只 有 





P(A}Y P(B) < P(ALJB) < 2[P(A)Y PLBY. 


13. 设 P(A4) = P(B) = 172. 求证 P(A4B) = P(AB). 
14. 求证 对 任意 如 个 事件 4 ,4 有 


15， 甲 乙 轮流 都 一 索 匀 硬 币 ， 甲 先 妖 ， 直 到 某 人 捕 出 一 正面 为 
止 ， 所 出 正面 者 获胜 ._ (1) 试 写 出 此 随机 试验 的 概率 空间 ; (2)] 求 甲 
获胜 的 概率 ， (3) 求 宇 密 手 m 次 的 概率 . 

16. 试 证 : 


PlimA,) < lim P(An), Hn P(A,) < Pi A,). 


17. 设 局 为 济 上 的 开 集 全 体 ， 了 为 其 上 有 有 理 顶 点 开 区 间 全 性. 
求证 器 中 的 波 雷 尔 集 类 号 = cl(@) = ef.7). 
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1.5 条 件 概 率 
t.5,1 定义 与 矢 法 定理 


在 谈 及 随机 试验 吕 其 中 各 全 事件 的 概率 的 时 候 , 总 是 在 一 组 确定 
的 条 件 下 讨论 的 . 本 书 开 篇 所 介绍 的 随机 现象 ， 就 是 “在 一 定 条 件 下 
进行 试验 或 观测 ， 其 结果 不 能 完全 预言 ”的 现象 . 这 里 的 条 件 是 整个 
试验 的 共同 条 件 ， 是 我 们 讨论 问题 的 大 前 担 ， 有 了 时， 大 和 们 还 需要 讨论 
在 某 些 附加 条 件 下 的 试验 结果 , 这 些 附加 条 件 ( 即 小 前 提 ) 通常 以 “ 某 
个 事件 已 经 有 发生” 的 形式 纵 出 .这 就 是 已 知 菜 事件 已 发 生 后 的 条 件 概 

先 罩 一 个 上 古典 概率 的 例子 ， 某 大 从 1 至 10 这 10 个 数 中 任 肥 一 
数 (大 前 担 ), 那么 事件 4 = { 取 到 的 数 比 3 大} 中 包含 着 上 述 10 个 
样本 点 中 的 7 了 个 ， 从而 [4) = 7710. 现在 ， 如 果 已 经 得 知 取 到 的 数 
是 偶数 {小 前 提 ), 即 事件 BB = { 取 到 偶数 } 已 经 发 生 ， 则 因为 尚 在 
考虑 之 中 的 事件 B 中 只 会 总 个 等 可 能 样本 点 ,使 4 出 现 的 存 其 中 的 
4 个， 故 碌 .的 概率 上 升 冯 4/5. 此 部 己 知 BB 发 牛 后 4 的 条 件 概率 ， 
记 为 P(A|B) = 4/5. 注意 到 n(B) = 5 n(A4B) = 4. 故 有 
n(AB) _ n(AB)/n(N) _ P(AB) 


n(B} nl(B)/n(Q) PCB)’ 


这 局 发 我 们 以 P(A4B) 与 P(B) 之 比 作 为 条 件 概率 PLAIB) 的 一 般 定 
义 . 


PiAIB} = 


定理 5,1 设 {0,, 卫 ) 为 一 概率 空间 ，B€ 厂 满足 P(B)>0. 
对 任何 事件 4€ 下 , 取 
PIAB) 
PBY (5.1) 
则 作为 天 上 之 和 4 的 集 旺 数 ， P(AIB) 仍 满足 概率 定义 中 的 1° 非 负 
性 ，2” 规范 性 积 3” 可 列 可 加 性 . 称 此 PLA1B) 为 已 知事 性 B 发 生 
后 4 的 条 忻 概率 . 
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P(AIB) = 


证 阴 : 非 负 性 与 规范 性 显然 成 立 . 对 于 大 中 入 一 两 两 不 相 容 事 
件 列 {4。}, 由 于 序列 {14%B} 仍 两 两 不 要 容 ， 故 由 P 的 可 列 可 加 性 
可 得 ， ， 

P(U MnBl) = > P(A.B). 


rt 二 1 


两 边 同 时 除 以 (8) > 0 便 得 证 可 烈 可 加 性 : 
PCU 4 本 = > P(AnlB) 
nT 性 一 二 


此 定理 表明 (5.1) 式 给 出 的 集 熙 数 P(AIB),A E 天 仍 是 (大 ) 
王 的 一 个 概率 . 因此 ,我 们 已 经 与 即将 导出 的 概率 测度 的 一 切 性 质 同 
畔 适用 于 条 件 概率 此 外 我 们 指出 , 在 条 忻 概 率 的 定义 中 要 求 作为 条 
件 的 事件 有 正 概率 ， 形 式 上 是 为 使 (5.1) 式 中 分 母 不 为 0 在 实 妖 中 
大 们 也 不 以 和夫 概 率 事件 【例如 不 可 能 事件 } 的 发 生 和 作为 讨论 问题 的 前 
提 . 
将 (5.1) 式 变形 可 得 
PU4B) = P{B}PILAIB). (5.2) 


此 式 给 出 了 求 两 个 事件 同时 发 生 之 概率 的 公式 . 它 可 以 推广 到 多 个 事 
件 的 情形 . 

定理 5.2 丝 法 定理 设 (0, 下 ,局 ) 为 一 概率 空间 ， Ak € 下 ,此 二 
1,2,.……,n, 如 果 Pd > 0, 则 有 

PlA1As.-.An) = PE4i)P(4s4i)P(4s|4i A)..- 
P(AnlA1 :An 1). (5.3) 

证 明 : 条 件 PLA1… An-_1) > 0 保证 (5.3) 式 右 方 诸 条 性 概率 有 
意义 . 再 将 (5.1) 式 代 入 这 些 条 件 概率 即 得 证 (5.3} 式 . 

作为 乘法 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 重 解 结 绳 问题 . 


例 5.1 将 nn 根 强 的 2n 个 头 任意 两 两 相 接 ， 求 事件 4 = { 恰 
结 成 m 个 图 } 的 概率 . 
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解 : 以 B; 袁 寺 第 工 根 强 的 头 与 星 怡 好 相 接 ， :二 31,…,n. 则 有 
4= 了 7 了 我 们 约定 将 这 2 个头 任 排 为 一 列 , 然后 第 1 与 第 2 
个 涉 相 接 , 第 3 个 头 与 第 4 个 头 相 接 ，-…, 第 2n 一 1 个 涉 与 第 2n 个头 
相 接 . 于 是 -全 样本 点 相当 于 27 个头 的 一 个 全 排列 ，n{ 和 2) = (2n)!. 而 
Bi 三 1 第 1 根 强 的 首尾 相 接 中 的 样本 点 数 为 ntB1) = 2n(2n 一 2)!, 
故 己 CBU = 4/t2n 一 .下 考虑 PLBz|B1), 国 已 知 第 1 根 绳 已 头 尾 相 
接 ， 可 以 和 将 它 舍弃 ， 于 是 PLB2a1B1) 化 为 (ni 一 1) 根 绚 时 第 2 根 强 的 
头 尾 相 接 的 概论 、 故 Pt(B2|Bi) = 12 一 1) 一 二 = 1fi2n 一 3). 同 
理 P(BsiBl B?) = 1/(2n - 5), 特此 下 去 ,运用 乘法 定理 (5.3) 式 便 可 
得 到 


P(A) PB Ba Bn) 


= PLBPLB2NBL) PULBnNBI Bn1) 
1 
{2n— 1 


在 下 加 的 1.5.3 节 我 们 将 给 出 结 强 癌 题 的 第 三 种 解法 . 


1.5.2 全 概 公 式 与 贝 叶 斯 公式 


将 复杂 问题 适当 地 分 解 为 若干 个 简单 问题 而 逐一 解决 , 是 人 们 常 
用 的 工作 方法 . 在 解决 较 复杂 的 求 概率 问题 时 ， 人 们 也 和 希 望 把 所 涉及 
的 复 录 事件 分 解 为 简单 事件 之 并 . 例如 在 二 维 几何 概 型 中 、 求 各 事件 
发 生 的 概率 被 归结 为 求 平面 图 形 的 面积 . 而 我 们 虑 就 知道 ， 在 求 面积 
时 可 以 通过 “ 割 补 法 ”将 较 复 杂 的 图 形 【 例 如 多 边 形 ) 分 解 为 若干 个 
简单 的 图 形 (三 角 拒 ). 本 节 介 绍 的 全 概 公 式 ， 就 是 借助 引入 各 种 小 前 
担 ， 将 样本 空间 适当 她 分解 为 若干 部 分 ， 使 得 在 每 个 部 分 中 (部 在 各 
小 前 提 下 ), 容易 求 得 所 要 的 概率 , 先 引进 样本 空间 的 分 割 这 一 概念 


定义 5.1 设 (8, 下 ,了 ) 为 一 概率 空间 ， {B} 为 下 中 两 两 不 相 
容 事 件 列 [有限 或 可 列 无 限 多 个 )， 使 得 对 一 切 ny 有 PB,) > 0, 且 
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定理 5.3 全 概 公式 设 ( 兄 ,大 局) 为 一 概率 空间 ， 测 {如 为 人 9 
的 一 个 分 割 ， 则 对 一 切 和 4E 天 ,有 


P(A)= > _P(B,)P(A|IB,). (5.4) 


证 阴 : 由 分 割 的 定义 可 知 4 = (45,), 且 右 方 为 两 两 木 想 容 事 
件 之 并 ， 利 用 可 列 可 如 性 及 乘法 定理 (5.2) 式 便 得 证 


P(4)] = > P(AB,) = 》 P(B,)P(AIB,). 


我 们 强调 指出 , 分割 4B。} 是 为 了 计算 P(A) 而 人 人 为 地 引入 的 . 
选择 适当 可 以 使 计算 天 为 简化 . 选择 不 适当 ， 则 不 利于 问题 的 解决 . 
这 一 点 是 韧 学 者 应 当 格 外 留心 的 . 


例 5.2 某 工厂 的 1,2,3 车 间 生 产 间 一 各 产品， 产量 依次 占 172， 
1/4, 1/4, 而 次 品 率 分 别 为 0.01, 0.01 及 0.02. 觅 从 这 个 广 的 产品 中 任 
取出 一 件 ， 求 让 = 并 取 到 1 工件 次 品 } 的 概率 . 


解 : 问题 在 于 不 知道 取 到 的 产品 是 哪个 车 间 生 产 的 , 如 果 令 B; = 

{ 取 到 2 车 间 的 产品 }， 1 一 1, 2 +53, 出 ] Bi, Bz, Bs 为 0 的 一 个 分 

制 ， 由 十 意 知 P{B1) = 0.5, PIB2} = P{(Bs) = 0.25, P(AIB1) = 
0.01, P(A4|B2) = 0,01, P(A|Bs) = 0.02. 用 全 概 公式 {5.4) 式 立 得 

PlA) PLBOPLALBL) + PIBAYP(LAIB:) + P(B3)P(AIB;) 


= 0125， 


例 5.3 一般 撞 球 模型 谎 中 有 7 个 红 球 与 6 个 黑 球 ， 每 次 从 绕 
中 任 摸 出 1 球 并 连同 s 个 同色 球 一 起 放 同 .以 RA, 表示 第 n 次 摸 出 
红 球 ， 试 证 P(R,) = r/(r 二 + 站. 

征明 : 我 们 对 摸 球 次 数 n 作 归纳 法 .n 二 1 时 P(ER1) = /fr 十 站 
显然 成 立 . 假设 (n 一 1) 时 成 立 ， 为 求 PC(R,), 我 们 以 第 1 次 取 球 的 


，43 . 


可 能 结果 Rl 与 前 = 第 1 次 取出 黑 球 } 作为 介 的 分 着， 用 全 概 
”公式 可 得 


PUIR) = PORIYPLR, RI} + P(R PR |R1), 


注意 在 RR 条 件 下 ， 谎 中 有 7 十 s 个 红 球 与 5 个 黑 球 ， 而 P(R|Ri) 
相当 于 方 ?二 5 个 红 球 与 5 个 叶 球 出 发 在 第 nn 一 1 议 措 出 红 球 
的 概率 ， 由 归纳 法 假 没 有 P(R,|Ri) 二 (7 十 8)/(r 寺 8 十 的 . 同 理 ， 
王 ( 召 -| 局) 一 Ar 十 8 十 5). 代入 可 得 

r "十 3 6 r r 


一 


这 是 最 一 般 的 摸 球 模型 . 当 s 二 0 时 相当 于 放 回 措 球 , 而 s= 一 ! 
相当 于 不 旋 同 摸 球 ， 于 是 ， 又 一 次 证 明了 质 签 是 公平 的 【 见 例 2.51， 

为 了 引进 贝 叶 斯 公式 ， 我 们 继续 讨论 例 5.2. 假定 事件 上 = 1 取 
到 1 和 件 次 品 上 已 经 发 生 . 这 就 产生 了 分 担 由 此 而 引起 的 责任 问题 . 
显然 , 各 车 间 应 浴 担 的 责任 应 当 取 决 于 已 被 查 出 的 次 品 是 他 们 车 间 生 
产 的 概率 PLB;|4),2 二 1,2,3. 这 个 条 件 概 率 不 难 由 条 件 概率 的 定义 
屎 飞 法 定理 得 出 ， 秽 如 ， 
P(BIYPLAIB1) 0.5 x 0.0l 
pA = os =04 





PBi|A) = 


定理 5.4。” 贝 叶 斯 公式 设 (9Q, 大 , 忆 ) 为 一 个 概率 空间 ，{B,} 为 
Q 的 一 个 分 寡 ， 则 对 三 中 任何 事件 4, 只 要 P(A) > 0 就 有 
加 瑟瑟 (4 了， 


ON) PBIPALB) 


(5.5) 

证 明 : 用 (5.1), (5.2) 及 (5.4) 式 立 得. 

我 们 介绍 员 寺 斯 公式 的 一 个 简单 应 用 . 

例 5.4 假设 通过 验 血 诊断 某 种 疾病 的 误诊 率 仅 为 5%. 就 是 说 ， 
如 沁 4 二 { 验 血 结 困 为 阳性 }, BB = { 受 检 者 患 此 病 }, 则 P(A|B) = 
P(A4IB) = 5%. 如 果 受 检 大 群 中 仅 有 0.5% 患 有 此 病 ， 即 P(B) = 
”0.005, 求 … 个 化 验 为 阳性 的 大 人 确 患 此 病 的 条 件 概 率 P(B|AY. 


: 4 ， 


解 : 以 B 与 如 为 分 割 送 用 闵 叶 斯 公式 可 得 

PB)P(AIB) 

PIBYP(AIBY + PIB|IP(AIB) 
0.005 x 0.95 

0.005 x 0.95 + 0.995 x 0.05 


PLBIA, = 


一 .DST 


这 个 结果 出 人 意料 地 小 . 因为 一 般 人 人们 会 以 为 ,既然 这 种 验 香 技 
术 这 么 可 靠 , 那么 验 血 结 果 为 阳性 的 人 ，“ 干 有 八 刀 ”是 患 病 无 疑 了 . 
而 我 们 计算 的 结果 却 表 明 , 化 验 为 阳性 的 大 患 此 病 的 概 肉 还 不 足 白 分 
之 九 . 从 以 上 算式 不 难看 到 ， 式 中 分 左 的 两 项 中 ， 第 一 项 老 不 多 是 第 
二 项 的 十 分 之 一 ， 而 分 子 又 与 分 母 第 … 项 相同 ， 因 此 这 个 概率 郑 不 多 
是 十 一 分 之 一 . 就 是 说 ， 所 求 概率 如 此 小 的 根本 原因 是 这 种 疾病 的 患 
病床 PLB) = 0.005 很 小 . 

员 叶 斯 会 式 是 问 国 哲学 家 _ 贝 时 斯 于 1763 年 首先 提出 的 . 假定 吾 )， 
了 >, … 是 菏 个 过 程 的 若干 可 能 的 前 担 ， 则 PLB;) 是 人 们 事先 对 各 前 
提 条 件 出 砚 可 能 性 大 小 的 估计 ， 称 之 为 验 前 概率 如 果 这 个 过 程 得 到 
了 一 个 结果 4, 那么 只 叶 斯 公式 提供 了 我 们 根据 4 的 出 现 而 对 各 前 
提 条 件 作出 新 评价 的 方法 ， P(tB:|4) 即 是 对 前 提 B; 出 现 概率 的 重 
新 认识 ， 称 PUBil4 为 验 后 概率 。 经 过 多 年 的 发 展 与 完善 ， 贝 叶 斯 
公 陈 以 及 由 此 发 展 起 米 的 一 整套 理论 与 方法 ,已 经 形成 为 概 府 统计 中 
的 一 个 吏 以 “ 贝 叶 斯 ”的 学 派 ， 在 自然 科学 及 国民 经 济 的 许多 领域 中 
有 者 广泛 应 用 . 下 向 我 们 仪 以 疾病 座 断 为 例 , 介绍 贝 叶 斯 决策 的 基本 
思想 ， 由 病历 统计 可 得 到 某 地 区 在 指定 时 间 内 上 患 感官 (B1) 、 患 结核 
(B2) 及 患 风 湿 (Bs) 等 疾病 的 慨 率 ， 这 就 是 验 前 概率 PLBi). 再 者 , 根 
据 病 理学 及 病历 资料 ,可 以 确定 上 述 疾 病 的 患者 出 再 “发 烧 " (4) 这 一 
症状 的 概率 P(A4B;}. 于 是 ， 估 信 可 以 利用 贝 叶 斯 公式 ， 很 快 地 算出 
请 B; 的 验 后 概率 PLBi|. 这 样 , 当 医生 面 对 一 个 丰 症状 4( 发 烧 ) 的 
病人 时 ， 他 就 可 以 根据 已 经 算出 的 P(Bi;|A), 择 其 较 大 者 作出 判断 . 
当然 ， 实 际 应 用 过 程 不 会 如 此 简单 . 比如 ， 医 千 还 需要 对 患者 的 其 它 
体征 加 以 综合 考虑 等 等 . 但 是 ， 在 计算 机 已 广泛 应 用 的 今天 ， 这 种 数 
六 方法 的 实用 价值 已 大 大 增强 . 
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1.5.3 人 条件 化 及 计算 概率 的 递 推 方法 


全 概 公式 是 概率 论 发 展 前 期 的 一 个 里 程 碎 . 它 可 以 将 较 难 计算 的 
无 条 件 概 肉 转化 为 简单 吻 算 的 条 件 概 率 . 特别 是 在 计算 与 自然 数 训 有 
关 的 事件 概率 时 ， 通 过 将 样本 空间 进行 适当 的 分 割 ， 使 无 条 件 概 率 条 
件 化 ,往往 可 以 得 到 所 求 概率 的 一 个 递 推 公式 【或 称 差分 方程 ) 从 而 
达到 较 容 易 地 算出 概率 的 月 的 .我 们 将 通过 例题 介绍 这 一 方法 . 


例 5.5 结 绚 问 题 将 n 根 绳 的 2n 个 头 尾 意 两 两 相 接 ， 求 事件 
4 一 二 人 恰 接 成 于 个 圈 上} 的 概率 . 


解 : 记 PEf4) = pn. 以 第 1 根 绳 的 头 连接 情况 作为 条 件 ， 即 以 
B={ 第 1 根 强 的 头 接 在 自己 的 尾 上 |} 与 吾 为 分 割 用 全 概 公式 可 得 


pn = PLB}P(An|IB) + P(B)P(AIB), 


由 于 P{B) = 1/l2m 一 1) (参见 前 面 的 例 5.1), 而 P(4.|B) = P(4。1) = 
pn_1; P(An|B) = 0. 代入 便 得 递 推 公式 


1 
Pn = Pn n= 2 


反复 用 此 公式 ， 并 联合 初始 值 条 忻 pi 二 1 可 得 


1 


Pn Gn 


这 与 前 面 用 古典 概 昏 与 乘法 定理 所 得 的 结果 (参见 例 2.7 与 例 5.1) 是 
一 致 的 . 


例 5.6 甲乙 轮流 磋 一 校 均 匀 的 仙 子 ， 甲 先 手 ， 以 后 每 当 某 人 
掷 出 1 点 时 则 交 给 对 方 撕 ,否则 此 人 继续 据 . 试 求 事件 4 一 {第 nn 
次 由 甲 指 } 的 概率 . 
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解 : 记 pr = P(An). 以 事件 4 1 及 4 1 为 8 的 分 荐 用 全 概 
公式 可 得 ' 


En 一 PlA,) 一 4 Pd 1 十 PlA_: PltAn lA,_1}. 


现 已 (4 1) 二 jn-l 一 1 一 PLA 1), PLAs|An_1) 一 5 6， 
P(Ai1A4,-.1) = 1/6, 代入 上 式 可 得 


5 1 2 1 
Pr 一 Gi™-I 十 ft — Pn-1) = Pn 1 二 =， 


3 6 
将 它 作 为 便于 递 推 的 形式 
1 2 1 
pa — 3 = 3 (pi — 2)， 人 一 之 了 


反复 用 此 弟 推 公式 并 联合 初始 条 件 ma = 1 便 得 
1 9 nl 1 ] A nl 
3 
从 向 有 
1 2\ nl 
pa =P(An) = 5+ {5) | =,2,. 
在 上 面 两 个 例题 中 ， 所 得 到 的 递 推 公式 只 涉及 nn 与 n 一 1 这 两 
个 相 邻 的 时 刻 . 下 面 再 介绍 一 个 涉及 三 个 相 邻 时 刻 的 例子 . 同时 引进 
随机 徘 御 这 一 重要 韵 概 率 模 型 ， 


例 5.7 随机 徘徊 的 吸收 概率 质点 在 数 轴 的 整 点 上 运动 ， 无论 
它 处 在 哪 一 个 点 2 上 ， 下 一 时 刻 都 以 概率 p 向 者 移 动 到 (i 十 10， 以 
概率 9 向 左 移动 到 (i 一 1), p,9 > 0,p 十 4 二 1. 我 们 把 质点 的 这 种 
运动 称 为 (直线 上 的 ) 酶 机 徘 御 . 现在 考虑 数 轴 上 两 个 特殊 的 点 0 与 
ata > 1), 假定 质点 运动 到 0 或 a 之 后 就 永远 不 再 移动 ， 称 这 样 的 0 
与 2 为 随机 徘徊 的 照 收 壁 . 现 求 自 (0 < < oo) 出 发 的 质点 将 被 上 
或 a 吸收 的 概 宣 . 
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解 : 令 Ei; = 1 质点 自 i 出 发 玉 == [质点 将 在 0 被 到 收 上 
GQ = | 质点 将 在 a 被 极 收 }. 下 面 对 i 二 人 1):…,& 求 


P= PFIE) 与 @; = PlGIE:;)-. 


我 们 以 质点 第 一 次 运动 的 情况 为 条 件 ， 即 以 B = { 质点 第 一 次 
向 左 一 单位 } 与 BB 为 分 割 ， 用 关于 条 件 概率 P(-|E;) 的 全 概 公式 可 
得 


Qi = PlGIE;) 
= PlBIEN)P(GIBE) + P(BIE)P(GIBE.) 
= qil+pPRQit, i=1,2,..-,a0—1. 
将 它 变 形 为 便于 递 推 的 形式 


Wit1 — Wi = (Qi 一 Qi 由 i=1,2,-..,4—1. (5.6) 


{1) 当 p = 二 9 二 1/2 时 ， 此 式 表 明 {Qi} 组 成 一 等 差 数 列 ， 联 合 
边 值 条 件 Qo =0 及 个, 二 1 立 得 


(2) 当 p 关 9 时 ， 反 复 用 (5.6) 式 并 福 意 Qo = 0 可 导出 
口 — 0; = (2) © i=1,2,...,0—1. (5.7) 
上 式 对 1 二 1,2,…,a 一 1 求 和 并 用 @。= 1 可 得 
0 - (DT _ 1-a/p 
人 \p 1— (gq/p)® 
再 次 将 (5.7) 式 对 i= 1,2,.…,i 一 1 求 和 并 将 上 式 之 @ 代入 便 得 到 


0 1 一 (q/p): 


-1p ee 


总 之 ， 我们 得 到 自 出 发 的 随机 游 动 终 将 被 a 豚 收 的 概率 


LA 一 中; 
-| 1 “ i=0,1,...a. 


1— (qi/p) 
-tp PA 





类 己 地 可 以 算得 ， 质 点 将 定 0 炒 被 吸收 的 慨 率 关 
a | (a-ijfa, p=u 
Ee, P#9 
上 述 结果 表明 ， 对 一 切 i 总 有 瑟 十 Bi 二 1 就 是 说 ， 两 端 带 吸 收 
壁 0 与 a 的 随机 游 动 终 将 被 吸收 的 概率 为 1, 从 而 质点 在 1 至 a 一 1 
之 回 永 了 这 地 徘徊 下 走 的 概率 为 0. 
这 个 例子 在 历史 上 以 “ 输 光 问题 ”的 形式 最 先 出 瑰 . 假定 甲 有 赔 
本 + 元， 己 有 4 一 ?天 .每 周一 局 ， 甲 总 以 概率 pb 赢 乙 1 元 ， 以 概 
率 4 输 给 乙 1 元 ,于 是 甲 的 赌 本 就 是 直线 上 的 随机 徘徊 ， 而 甲 的 赠 
本 到 达 0 或 a 则 表明 甲 或 乙 已 输 光 .， 这样， 忆 与 @; 分 别 雯 甲 、 乙 
二 大 的 竹 光 概率 ， 计 算 表 明 ， 乙 输 光 的 概率 @; 是 甲 的 初始 赌 本 数 ; 
的 上 逢 函数. 特别 当 p = 8 时 ， 即 公平 赌博 时 ， Q; 与 成 正比 例 
如 甲 有 10 元 乙 有 5 元 , 则 p= 9g 时 乙 输 光 的 概 举 910 = 2/3. 但 是 ， 
当 p 半 9 时， 情况 将 有 较 大 变化 . 仍 以 甲 10 元 己 有 5 元 为 例 ， 如 
宁 取 p = 0.4, 即 当 每 一 局 稍微 对 乙 有 利 时 ， 则 乙 输 光 的 概率 下 降 到 
Wn = 0.13. 


1.5.4 习题 


1. 假定 牛 男 访 或 生 女 护 是 等 可 能 的 . 在 一 个 有 3 个 孩子 的 家 庭 
中 ， 已 知 有 男 接 ， 求 至 少 … 个 女孩 的 栅 率 ， 

2. 搬 3 术 均 名 的 角 子 ， 已 知 点 数 不 同 ， 求 至 少 有 一 个 6 点 的 概 

3. 汽 中 月 2n 一 1 只 自 球 与 2n 只 黑 球 ， 更 任 取 出 n 只， 发 现 它 
们 是 同色 的 ， 求 同 为 黑色 的 概率 . 
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.4. 将 3 个 不 同 的 球 任 放 入 编号 为 1,2,3,4 的 4 个 合 ， 每 球 入 各 盒 
均等 可 能 ， 现 已 知 怡 在 2 个 室 盒 ， 求 有 球 合 的 最 小 编导 为 天 的 概率 
[Kk = 1,2, 3,4). 

5. 举例 说 明 对 于 任意 事件 4, B,C, 下 列 等 忒 不 一 定 成 立 ; 

于 + PA 一 二; 

{2) PLAIC) + PLAICY = 1:; 

{3} PLAL] BIO} = PAICY + PUBIC): 
(4} PCABIC) = PAICY . PLB CC). 

试 讨论 使 上 殉 各 式 成 立 的 条 件 . 

6. 将 分 别 写 有 字母 L, L, EE, E, V 的 5 张 卡片 任 排 成 一 行 ， 求 恰 
好 排 成 单词 LEVEL 的 概率 . 

7. 将 4 个 红 球 与 6 个 黑 球 纶 放 在 黎 中 ， 现 任意 地 一 一 摸 出 ， 直 
至 细 球 全 摸 出 为 止 ， 求 怡 好 措 卡 次 的 概率 . 

8. 谎 中 有 7 个 红 球 与 五 个 黑 球 ， 现 任 取出 一 隔 ， 添 坟 s 个 同色 
球 一 并 放 同 . 再 从 袋 中 任 取 出 一 球 发 现 是 红 球 ， 求 第 一 次 取出 的 是 标 
球 的 概率 . 

9. 假设 一 架 哈 毁 的 飞机 掉 在 三 个 可 能 区 域 中 的 任何 一 个 是 等 可 
能 的 如果 飞机 坠落 在 区 域 中 (= 1,2,31, 则 由 于 地 理 环境 的 影 
响 ， 经 过 快速 检查 后 发 现 其 残骸 的 概率 为 aif0 < ai < 1), 现 快速 检 
查 区 域 1 之 后 未 发 现 残 能 ， 求 飞机 坠落 在 区 域 i 的 条 件 概 率 . 

10. 在 电报 通讯 中 ， 发 射 端 发 送 “ 点 ”与 “ 划 ” 两 种 信号 分 别 占 
60% 与 40%. 由 于 随机 干扰， 接受 端 可 能 收 到 “点 ”,* 划 ”与 “不 清 ” 
三 种 结果 . 假定 发 射 “ 点 ” 时， 收 到 “点 ",“ 划 ",“ 不 请 ”的 概率 依次 是 
0.7, 0.1, 0.2; 而 发 射 “ 划 ”时 收 到 上 述 三 种 结果 的 概率 相应 为 0 0.9， 
0.1. 分 别 计算 收 到 结果 为 “不 清 ” 时 ， 发 出 的 信号 为 “点 ",“ 划 ”的 概 
率 . 

11. n 对 夫妇 任 站 成 一 列 ， 求 丈夫 全 在 其 妻子 后 面 (不 一 定 相 邻 ) 
的 概率 pn. 

12, 抛 硬币 n 次 ， 第 1 次 抛 出 正面 的 概率 为 c, 此 后 每 次 撕 出 与 
前 次 相同 结果 的 概率 为 p (0 < p < 1). 求 第 ni 次 抛 出 正面 的 概率 ， 并 
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讨论 7% 一 90 时 的 极限 ， 

13., 甲乙 两 党 各 装 有 1 个 红 球 与 1 个 黑 球 ， 特 次 从 两 袋 中 各 企 
取 1 球 交 换 后 训 岂 . 求 经 ma 次 变换 拟 ， 四 禾 中 包含 2 个 红 球 ， 1 红 
1] 黑 ，2 个 黑 球 的 概率 Po 人， ra- 

14. r+ 个 人 (tr > 1 作 传 妹 认 戏 ， 从 某 甲 开始 ， 每 次 持 球 背 均等 
可 能 地 传 给 其 余 "一 1 个 人 中 的 在 一 个 . 求 下 列 事件 的 概率 ， (1) 伟 
于 五 狄 ， 球 没有 回 到 过 甲 手 中 12) 传 了 n(n<r 一 1) 沈 ， 没有 人 
接 到 过 两 次 球 【 审 开 始 时 和 持 球 算 作 已 接 妹 1 次); (2) 第 n 次 仍 由 甲 传 
出 . 

15， 接连 抛 一 要 均匀 姥 币 ， 直 全 第 一 次 出 砚 两 个 相连 的 正面 为 
止 . 来 怡 抛 次 的 概率 . ( 提示 : 记忆 = 并 第 :次 抛 出 正面 }， 
以 五; , >, 吾 万 3 为 分 割 用 全 概 公 式 . ) 


1.6 事件 的 独立 性 
1.8,1 两 个 事件 的 独立 性 


辣 -- 随 机 试验 中 的 各 事件 之 间 应 当 是 相互 有 联系 的 . 这 种 联系 反 
映 在 其 中 一 -个 事件 的 发 生 对 其 它 事件 二 现 概率 的 影响 . 就 是 说 , 事件 
的 无 条 件 概率 与 已 知 另 -- 事 件 发 生 后 的 条 件 役 率 一 般 是 不 同 的 . 但 是 
在 特殊 情况 下 二 者 相同 , 即 一 事件 的 发 生 与 否 对 其 它 事件 发 生 的 概率 
元 影响 ， 且 看 如 下 的 简单 例子 . 


例 6.1 玖 中 有 ?7 个 红 球 与 5 个 黑 球 ， 现任 意 取出 2 球 ， 令 
ti 二 + 第 i 个 是 红 球 }, 则 无 论 放 回 取 球 或 不 放 回 取 球 静 有 P(R;} = 
"Ar + 如 ,i 二 1,2. 但 是 为 算 PLRLR2) 及 PLRz|R1) 就 必须 分 则 讨论 
两 种 情形 ， 利 用 例 2.6 中 已 有 结果 (2.7) 与 【2.6) 式 可 知 ， 对 于 有 放 
回 情形 ， 

TT 


PURE = — = PR2). 


PR Pa) 一 rb 一 


2 
(r + by)2 
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而 在 不 帮 回 情 花 ， 


加 rfr 一 了 1 
MT Do) 
从 而 | 
PLR2 Ri) = < 关 PLR2). 


得 到 这 样 的 结果 是 很 犁 然 的 ,对 于 不 放 同 情形 ， 第 一 次 取 球 的 缩 休 对 
第 二 次 取 球 有 影响 .而 有 放 回 时 ， 当 然 不 存在 这 种 影响 .事件 之 河 这 
种 互 不 影 栈 各 自发 生 概 率 的 性 质 就 是 我 们 要 介绍 的 独立 性 . 它 是 概率 
论 中 一 个 重要 的 基本 概念 . 


定义 6.1 设 (人 天书) 是 -- 个 概率 空间 ， 如 果 4 吾 < 自 满足 
PIAB) = P(A}P(B), (6.1) 
则 浆 事 件 4 与 BB 相互 独立 . 
当 P(B) > 0 时， 易 证 4 与 BB 独立 的 充分 必要 篆 件 是 
P(A|B) = P(A). 
于 是 ， 例 6.1 中 放 同 情形 的 事件 41 与 42 是 独立 的 ,但 是 人 们 不 用 
此 条 件 作为 独立 性 前 定 六， 而 宁愿 几 (6.1) 式 ， 这 是 因为 (6.1) 式 不 


排斥 条 和 概率 事件 ， 而 且 式 中 事件 4 与 BB 的 地 位 对 称 ， 反映 了 独立 的 
“相互 ” 性质 ， 下 面 是 独立 事件 的 六 一 例子 . 


例 6.2 同 区 间 [0,1) 内 随机 地 和 在 投 一 点 ， 以 事件 4 表示 点 沙 在 
子 区 阅 0,1/2) 内， 而 召 表示 点 落 古 子 区 间 [1/4,3/4) 内 , 则 P(A) = 
P(B) = 1/2. 再 由 AB =[1/4,1/2) 可 知 P(4B) =1/4= P(AIP(BY. 
即 (6.1) 式 成 立 , 事件 4 与 B 是 相互 独立 的 . 此 例 不 象 例 6.1 中 的 两 
个 独立 事件 邮 么 符合 直 竟 . 但 是 我 们 的 出 发 点 应 当 是 数学 定义 {6.1) 
式 ， 而 不 能 单 佐 直 观 . 


应 当 指出 , 独立 性 显然 是 相对 于 概率 尸 而 言 的 . 在 这 个 例子 中 ， 
如 果 用 人 = {0,1) 上 的 其 它 概率 测度 代 埠 那里 的 勒 幢 格 测度， 则 上 述 
事件 4 与 BB 就 不 一 定 独立 了 仍 取 三 为 [0,1) 中 的 波 雷 尔 集 类 ， 考 
虑 了 中 的 二 等 分 点 列 pi = 1/2i,i 二 1,2,… 则 pi>0 且 守 p=1 


对 任何 波 雷 尔 集 巨 € 下 , 取 BP(B) = 区 Pr 易 证 (9,, 忆 为 一 概 


率 空 间 ， 相对 于 概 素 测度 忆 我 们 有 记 (4) - Dp: = 1/2, PB(B) = 
pi ++pz 二 3/4, 诈 B(AB) 一 ps 一 1/4 LA)P(B). 故 作为 新 的 概率 
空间 人 ,和 大, 己 ) 中 的 两 个 事件 ， 上 述 4 与 B 不 独立 . 


由 定义 不 难 验证 ， 概 率 为 0 或 1 的 事件 与 任何 其 它 事件 都 是 独 
立 的 . 再 者 , 车 4 与 如 独立 ， 则 4 与 B84 与 B,4 与 瑟 都 是 相互 
独立 的 . 


应 注意 区 分 这 里 介绍 的 “独立 ”与 前 面 学 过 的 “不 相 容 ”这 两 者 
的 不 同 ，“ 不 相 容 ”是 说 两 个 事件 同时 发 生 是 不 可 能 的 ， 即 它们 没有 
公共 的 样本 点 ， 并 不 涉及 概率 测度 ， 不 难 验证 ， 对 于 概率 空间 中 的 任 
意 两 个 有 正 概率 的 事件 , 不 相 容 必定 是 不 独立 的 , 独立 也 必定 不 是 不 
相 容 的 ， 


1.6.2 ”多 个 事件 的 独立 性 “ 


定义 86.2 设 (N, £, P) 为 一 概率 空间 ， Al;.…-, An 大 . 如 果 
对 任意 的 s,1 < s < n, 及 任意 的 1 世间 < 人 nn 都 有 


PlAi Ais -+ Ai,) = PEA) P(A ):.. PUA), (6.2) 


则 称 事件 A1,.…, A。 相互 独立 , 
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注意 [6.2) 式 实际 上 包容 如 下 的 六 一 下 一 上 个 式 子 : 


PLA Ai,) 一 PlAs } PUA;,), 1 所 41 < 42 所 用， 
P(A; Ais Ais) = PLA } PlAis Pdish 


1 £1 ta < t3 所 (6.3) 


P(4i4z… An) = POA)P(A2) .P(An). 


由 上 述 定 义 立 刻 看 出 ， 如 果 和 机,…, An 这 个 事件 相互 独立 ， 
则 其 中 任意 mm 个 (2 < mm 万 nn) 也 相互 独立 ， 特别 ， 生 两 个 事件 独 
并 ， 反 过 来 说 ， 两 两 独立 却 不 能 推出 整体 独立 . 我 们 以 n= 3 为 例 ， 
此 时 A1,42, 43 独立 的 定义 是 如 下 四 个 等 式 成 立 : 


PlA1A2A3) = PIA PLA2) PL A), [6.4) 
P{A1A2) = P(ALIP(A2), 
P{A2A3) = PlA2) P(As). (6.5} 


P{AsA1) = P(Aa) P(AL). 


下 面 举例 说 明 (6.4) 式 不 能 推出 (6.5) 式 , 同时 (6.5) 式 也 不 草 含 (6.4) 
卜 - 


例 63 (1) 设 各 二 {wwoywaywaj), 样本 点 w; 出 现 的 概 崇 
为 pi 如 果 取 pi = 1/4,i = 1,2,3,4. 而 4 = {wi,w2}, da 二 
{wr wma} ds = forywa}. 则 PCA) = 1/2.2 = 1,2,3. PlA1A2} 
= P(A243) = P(A143) = pl = 1/4. 故 (6.5) 式 成 立 . 但 P(Ai 4; 
3) 三 Pi 二 114 关 忆 A1)PLA2)P(A43), (6.4) 式 不 成 立 . 

[2) 设 明 = {ww2y 83; wayw5rwe}, 对 一 切记 样本 点 ww 出 现 的 概 
率 pi 二 1/6. 如 果 取 Al = {wlywaywyywa},A2 = A; 二 {74,005,061}. 
则 有 P(A14A2As) = ps = 1/6 = P(A41)P(A2)P(A4s), 即 (6.4) 式 成 
立 . 但 是 P(A24s) = P(A42) = 1/2 沽 114 = P(A2z)P(43). 故 (6.5) 
式 不 成 立 . 
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最 后 我 们 给 出 任意 多 个 事件 相互 独立 的 概念 . 


定义 6.3 设 (从 ,了 ,局 ) 为 -概率 空间 ， 每 个 t+E 本 让 A EE 关 . 
如 果 对 工 的 任 有 限 子 集 和 t,t ts}, 事件 At 4 由。 相互 
独立 ， 则 称 {14 :t+ ET} 为 独立 章 忻 族 . 


根据 这 个 定义 可 知 ， 天 中 事件 序列 {4%] 为 相 匠 独 让 的 充 此 条 
件 是 ， 和 任 叶 并 有 


PLALA, ” | 一 PLATIPLA,) 1 -PlAn)}. 


1.6.3 独立 性 对 概率 计算 的 简化 


在 将 概率 论 应 用 于 实际 生产 与 生活 各 倘 域 钓 过 程 中 ， 人 人 们 经 常 不 
汪 耐 泣 地 认定 独立 性 条 件 满 足 . 即使 对 于 系统 中 看 去 在 明显 相依 性 
的 各 个 环节 ， 志 近似 地 假定 它们 是 独立 运行 的 .之 所 所 这 样 做 ， 根 本 
原因 在 于 独 站 性 假设 可 以 大 大 简化 有 关 和 概率 的 计算 . 


定理 6.1 如 果 41,42,.…,44, 是 某 个 概率 空 人 名 中 的 相互 独立 事 
件 ， 则 乘法 定理 ( 见 定理 5.2) 可 简化 为 


4d142 4 一 下 (414 (6.6) 


而 想法 定理 ! 见 定理 423 之 名) 也 简化 为 
P(U 41)=1- I PAsY. (6.7) 
二 1 点 一 1 
证 上 明 : 16.56) 式 只 不 过 是 独立 性 定义 (6.3) 丈 的 最 后 -- 蕊 ， 再 由 对 
侦 原 理 有 有 





但 4 ,有 2,… ,i 也 相互 独立 (参见 本 节 习 题 11). 至 此 (6.7) 式 可 由 
{6.6) 式 推出 . 
下 面 是 这 个 定理 在 系统 的 可 靠 性 分 析 中 的 简单 应 用 ， 


例 6.4 可 靠 性 系统 ,或 组 成 系统 的 部 件 ; 正常 工作 的 概 次 称 作 
该 系统 (部 件 ) 鸡 可 靠 性 . 我 们 总 假定 系统 中 香 部 件 能 否 正 常 工 作 是 
相互 独立 的 . 入 第 i 个 部 人 忻 的 可 靠 性 为 pit0 < p; 之 .1 二 1,2,- 

形 么 , 由 定理 怠 1 可 笑 [, 将 这 个 党 件 旧 联 所 组 成 的 系 扩 的 可 舍 性 为 
及 二 pp pn; 而 将 它们 半 堪 所 组 成 系统 的 机 铅 性 人 工人 一 
1 一 p2) -一 (一 Ppa). 对 于 其 它 较 复 尖 的 系统 ， 一 般 可 以 分 解 为 若 
二 串联 或 并 联 子 系统 ， 和 而 连 步 求 霄 共 可 对 性 . 


rr -可 
(3) 2 3 二 2 
1 
了 
nr 一 怨 4 
5 6 
图 6.1 系统 可 靠 性 分 析 的 合 


候 设 图 6.1 中 备 开关 接 通 的 概率 均 为 p(0 < p < 1). 试 分 别 计算 
四 个 岂 堪 的 两 端 为 通路 的 概率 Rl, Ra， Rs, Rs. 





解 : 在 电路 (1) 中 ， 开 其 工 至 ma 串联 的 接 通 概 尝 为 gp" 同样 开 
闫 名 十 1 至 2n 接 通 的 概率 也 是 p". te (1) 的 接 
通 概率 为 Ri = 二 一 (1 一 2 六 二 p"(2 -pr) 在 电路 {2) 中 ， 对 每 个 
2 二 1.2 ,NN 开关 主 与 (十 下 并 联 的 接 刘 肛 为 pi 二 pli2 一 Pi, 这 
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A 


te 


n 个 子 电 内 理 毕 联 所 得 (2) 的 接 遂 概 林 为 J 二 天 人 一下” 自 证 ， 
n>>2 时 丰 Ri < Raz. 这 涪 明 ， 芥 然 电 路 (1) 与 (2) 所 用 元 件 相 问 ， 
但 采用 后 -种 接 法 可 提高 系统 的 可 徘 性 . 
我 们 仿 可 用 虐 述 从 解 万 车 计 算 Rs. 下 而 介绍 轨 一 种 算法 . 记 二 二 
{ 开 天 守 接 道 上 则 不 堆 夺 到， 电路 人 3) 为 连通 的 概率 为 
Rs = Pl(lA1A2A3) UA A (As A6) 
= PlAIA2As) + PAAN) + PAsAo) — PlALAS A A) 
-PlAAAsAe) — PlA1A2AsAs Ae) + 
+PlA A AsAsAsAs] 一 2p2 +p3 -2p 1 — p+ po. 


这 中 我 们 对 3 个 事件 4 4243. 机 二. 4sA6 运用 了 如 法 定 坦 . 注意 ， 
这 3 个 重信 不 是 廿 两 不 相 容 的 ， 歧 椒 能 用 有 限 可 加 性 ， 它们 允 不 是 相 
独立 的 ， 也 不 能 用 (6.71 式 . 

为 求 丘 = 上 电路 (4) 两 庙 为 通路 1 的 概 混 ， 我 们 以 4 硫 及 
分 荐 用 全 概 公式 ， 则 有 

Hi= P(E)= PLAPIELAs) + PLASIPLE IAs)Y. 

注意 在 开关 5 接 通 条 件 之 下， (4) 相 污 于 n= 二 2 时 的 中 路 {21， 上 页 
P(EIA5) = 22(2 一 p)?. 合理 ， 在 并 美 5 断 开 条 件 之 下 ， { 考 相当 下 
?二 2 时 的 电路 和) 从 而 已 (五 451 = 下 (2 -p23). 代入 便 得 


Ra = 2 一 下 人 一 站 P202 一 PP2) 


22 十 3 一 5 十 225. 


可 此 全 概 公 上 在 概率 计算 中 有 广泛 名 用 途 ， 


1.6.4 试验 的 独立 性 
所 背 试 蛤 相互 独立 ， 就 是 其 中 一 试 束 所 得 到 的 结 昌 过 其 它 各 这 
此 路 得 共 可 能 结果 的 福 率 融 没 让 影 响 ， 本 节 将 六 出 较 产 格 的 数学 并 
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先 考虑 黄 个 随机 试验 . 假定 第 主 个 试验 前 概 尝 空间 为 (05 天，P)， 
i = 1,2. 按照 我 们 对 独立 性 的 理解 ， 两 个 试验 的 独立 性 应 妆 叙 述 为 ， 


对 任何 4; < 三 一 和 12, 4 与 42 同时 
发 生 的 概率 等 于 它们 各 日 概 来 之 乘积 . 
但 是 这 一 合 题 至 少 有 两 点 不 有 要. 首先， “41 与 do 同时 发 生 “ 应 当 是 
这 两 个 事件 的 交 ， 但 它们 分 别 是 两 个 样本 空间 Q1, 0922 的 子 集合 ， 无 
法 进行 运算 ， 其 次 ， 两 个 概 案 空间 有 各 自 的 已 与 轧 , 但 此 时 涉及 两 
个 试验， 喜 命题 中 “同时 发 后 的 概率 ” 聊 不 能 用 P 也 不 能 用 已 米 度 
量 ， 可 见 ， 要 严格 蓝 画 两 试 验 的 独立 性 ， 必 须 适 当地 构造 一 个 同时 描 
述 这 两 个 试验 的 新 的 概率 空间 {fQ, ,PP). 下 面 我 们 来 说 明 ， 措 述 两 个 
独立 试验 的 概率 空间 应 当 是 (221.5, 户 ) 与 (92,.52, 户 ) 的 稍 卡 尔 乘 
各 
对 任何 Ai E 天宇 一 12, 定义 它们 的 稍 卡 尔 绞 积 


(6.8) 


有 1] 关闭 一 {1, wa) :wl EA EE Az}. 


取 吕 = 01 x 82. 车 AiE 五 ,i 二 1,2, 0 x QR 中 形 如 41 x A 之 的 
子 集合 称 为 可 测 矩 形 。 可 测算 形 的 全 体 记 为 C. 然后 取 避 生成 的 oa 代 
数 为 万 与 Fa 的 箭 卡 水 乘积 ， 即 天 二 方 x 五 = og(C). 最 后 ， 对 于 
每 个 可 济 矩 形 4i x A2E C8, 取 


P(A! 让 A2) 一 D(A)D (A2), A; 安 天; t 一 ]. 2. (6.9) 


可 以 证 明 { 见 参考 书 他,, pb.65) C 上 的 这 个 集 晤 数 P 可 唯一 地 扩张 
为 -1 xy 上 的 概 沸 浏 度 ， 称 之 为 及 与 忆 的 乘积 测度 ， 记 为 
二 及 X 六. 译 此 建立 了 乘积 概率 空 | {9, 大, 卫 ). 其 中 , 撒 如 A1 xs 
的 可 测 距 形 由 这 样 的 样本 点 (wi wz) 组 成 。 wl 康定 在 A 中 ， 而 ws 
在 522 中 任 取 . 于 是 它 代 表 “ 第 一 个 试验 出 现 结果 A1" 这 种 只 涉及 第 
1 个 试验 的 事件 ， 同 理 ， 形 如 1 x Az 的 可 测 和 矩形 代 表 “ 第 2 个 试验 
出 现 绍 果 42” 这 个 只 涉及 第 二 个 试验 的 事件 ， 由 (6.9) 式 可 知 


P{Ai A 01) 一 P(Al), PN A A ) 一 f(A 16.10] 


即 上 述 呈 涉及 一 个 这 验 的 事件 仍 保持 其 在 床 概 这 室 间 中 的 概 坟 位. 市 
用 乘积 测度 来 度 昌 二 者 同时 发 生 的 概 过 上 时， 用 (6.9) 和 (6.10) 式 可 得 


P{(ALT x Qf NO: x AAs)} = PtA1 x A;) 
= PANRB{EA) = PA x QP x Ag). 16.11) 


这 正 是 前 面 的 命题 (6.8) 的 严格 数学 直达 ， 可见 将 它们 都 放 进 习 积 概 
率 季 加 之 后 ， 和 朋 面 对 (6.8) 所 出 的 两 点 不 受 均 不 复 间 在. 

人 至 此 我 们 可 以 说 ， 两 个 试验 fi, 矶 .号 ) ,i 二 1,3 是 理 机 下 独立 ， 
就 是 蜡 看 乘积 样本 罕 h Qi xia 上 的 概率 是 否 是 出 16.91 式 确 定 的 胶 
虹 测 岩 . 号 是 说 ， 试 验 赴 否 具 有 狸 立 性 取决 于 乘积 空间 上 概率 测 麻 的 

为 带 助 读 首 (特别 是 不 熟 炙 乘积 测度 空 站 的 恋 考 ) 理解 试验 的 独 
记性 ， 我 们 结合 一 个 简单 的 例子 汰 作 一 说 朋 . 

考虑 本 节 开 头 引 进 事 件 独立 性 概念 的 例 56.1， 从 个 红 碌 条 6 
个 白 奈 中 任 取 两 球 ， 当 时 我 们 是 用 一个 概率 室 间 (2, 开 , PP) 来 撒 述 这 
个 试验 . 例如 对 下 月 放 回 情形 ， 人 二 Telyesjea 表示 第 1 次 取 
球 的 结果 ， 共 有 7” 十 五 个 可 能 ， ua 表示 第 2 次 取 球 的 结果 、， 孔 和 
7 十 4 个 可 能 ， 其 而 中 = 人 十 和 2 而 对 事件 4; = 1 第 i 个 是 红 
款 上 有 di = 二 T(r 十 人 则 P(Ai) = rr 十 5),i 二 1,2, 另 -方面 
nA1A2) 二 7 朴 己 4i43) = 二 72/{r 二 有 站? = PLA1)P{A2), 两 事件 A 
守 42 独立 . 其 实 , 如 果 将 两 次 取 球 分 开 看 作 两 个 试验 , 对 2 二 1,3, 取 
入 = ti 其 中 含有 7 十 个 等 可 能 的 样本 点 , 故 严 (4) = pr 十 着 
这 样 就 构造 出 两 个 试验 各 和 的 概率 空间 (和 石 , 已 ). 诛 米 那个 描述 两 
次 皮球 的 概率 空间 (人 0, 天,P) 正 是 它们 的 箭 卡尔 乘积 . 2 
回 取 球 情形 ,两 次 肥 球 {试验 ) 是 相 开 独立 的 . 有 的 读者 可 能 会 
乘积 宝 间 上 的 测度 就 只 能 是 乘积 测度 . 入 银 外 人 中 迭 虹 向 积 等 下 人 家 
更 一 样 日 然 . 其 实 不 然 ， 即使 对 欧 氏 空间 中 的 图 形 ， 除 了 面积 与 长 度 
( 勒 由 格 蛮 度 ) 之 处 , 尚 有 许多 其 它 的 度量 ， 回 到 枫 6.1, 在 不 放 人 取款 
情 拱 ， 哩 然 从 然 可 以 用 莱 积 样本 空间 由 = {[wi,w2)y 表示 廿 次 取 球 
的 结果 ,但 是 其 中 的 他 十 站 2 个 样本 点 不 再 是 等 可 能 的 了 ， 例 如， 使 
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ul = wz 的 样本 点 是 不 可 能 出 现 的 . 就 是 说 ， 在 描述 不 放 回 取 球 两 次 
的 概 尘 他 癌 中 ， 概 这 卫 已 水 再 是 乘积 测度 ， 从 凋 两 次 取 奈 试验 涉外 
六 . 

最 天 我 们 阁员 于 个 试验 相互 独立 的 … 般 定 浊 ， 所 甩 记 避 与 术语 
的 含 父 ， 与 前 曾 束 二 2 情形 湾 有 本 上 质 的 扩 别 . 


定义 6.4 设 有 n 个 随机 试验 , 第 1 个 这 验 的 骤 案 室 间 为 (i, 万 :， 
Pi 二 1120 代表 这 个 试验 的 习 积 样本 空间 全 == 人 XxX.…… x 
(其 中 0 为 形 旭 By x :x B,,B;:& 大 
的 可 测 征 形 全 体 )， 如 果 全 天) 上 的 概率 测度 PP 是 户 ,…, 记 ,的 莱 
和 洞 度 ， 即 对 任何 Bl x … x B, EC 满足 


人 ) (6.12) 
岂 称 :这 于 个 试验 是 相互 独立 的 . 


如 毕 再 设 中; 三 Qo, 玉 三友 .PP 三 局 ,i 二 1.2,.….n. 即 1 个 试 
验 且 相间 的 概 过 浴 癌 ， 则 称 它 他 为 7 个 独立 笛 复 试验 . 


1.6.5 习题 


1. 假定 生男 该 牛 玄 接 是 等 可 能 的 , 试 汪 庆 有 3 个 核子 的 家 庭 中， 
事件 三 = 上 此 家 庭 全 多 有 工 个 不 态 与 王 = 二 家 庭 中 有 男孩 也 有 有 妈 
孩 上 相互 独立 如果 考 虑 有 2 个 接 子 的 家 庭 呢 ? 

2. 二 2 梳 均匀 的 最 子 ,， 这 4= [第 1 枝 为 点 上 号 = 二 点 数 和 
为 6 上 ,C= 二 二 虚数 和 为 7 了} 坛 讨 论 答 两 个 事件 间 的 独立 性 . 

和 设 和 事件 志 与 旦 独立 ， 且 册 事 人 忻 中 仅 思 发生， 的 B 发 生 的 概 
党 都 着 1/4. 求 P(A) 与 P(B). 

4. 设 4, 是 ,CC 三 个 事件 独立 ， 求 证 4LB,A4A 一 B 都 与 0 独 妆 . 

5, 朱 2 枚 均 勾 骨 子 ， 记 有 = 二 {点 数 和 为 奇数 } ,= {第 1 要 
为 合 数 上 态 jCC== {第 2 要 为 捆 数 点 }. 求证 4, 五 .C 两 两 独立 但 不 刺 
体 独 立 . 
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6. 在 导 题 1.5.4 的 第 11 题 中 ， 记 4 = 第 工 个 近 去 站 在 兵 雪 
后 面 上 证 明 事 件 4 4 相 五 独 认 . 
7. 村 同一 日 标 进 行 3 次 独 卫 的 射 永 ， 其 命中 概 来 仿 次 为 0.4., 0.5， 
0.7， 试 求 下 错 事 件 的 概 这 :， {1) 3 次 中 恰 有 一 次 谷中， 仔鱼 次 中 全 
少 工 和 次 命中 . 
8 当 开 关 玉 | 断 开 ， 或 开 去 9 呈 丰 3 癌 时 断 开 时 电路 肾 开 ， 
下 1 ,天 2 Ks 断 开 的 概率 撤 泪 是 0.4.0.5.0.7. 此 各 开关 相互 独 交 ， 求 纪 
路 为 断 开 的 概 闵 . 
9. 个 证 等 个 大 所 清 中 售 上 [类 炳 主 的 仁 尝 为 总 DO0d. 有 是 备 个 太 血 济 
百合 用 绽 病 瑚 机 和 独 .， 求 100 个 大 拥 请 混合 后 傅 肝 类 病毒 的 概 


je 


10. 无 线 刘 蛤 测 站 负 资 蜂 测 nt 个 匡 标 ,和 披 定 在 禾 测 过 程 中 第 芋 个 
晶 标 消 突 的 概 闪 为 Pi 且 各 中 标 是 寿 消 类 机 广 俐 法 ， 求 下 列 事件 的 概 
这 (1 监测 过 程 中 没有 上 标 消 夫人 这 少 - 个 日 标 消 共 ， (3) 
不 多 于 一 个 日 标 消失 . 

11，、 试 证 事件 41:… ,A 和 让 全 二 要 生 作 对 千 个 
A = 加 或 AE 人 太 二 1, :7) 看 

P(4 An) = PLA1) P(A). 

12. 假定 人 二 9 三 1, 试 证 明 事 件 4 与 BB 潮 六 的 一 个 充分 必 
鉴 条 件 是 P(AIB) = PLAIBY. 

13. 从 , .局 泗 是 习题 1.3.4 中 5 题 的 (4) 式 ， 则 称 4 
与 如 关于 忆 条 性 独立 . 试 证 明 

01) 当 P(EBC)>0 时 , 上述 条 件 独 闻 的 充分 必要 条 件 是 PLA|BC) 
= P(AICY. 

(2) 举例 说 明 "独立 ”与 “条 件 独立 ”两 者 没有 草 含 关系 . 

14. 假定 事件 4, B.C 两 凑 独 立 ， 间 注 足 

ABC=OB 及 PPf4)= P(B)= PIC 一 工 


试 让 z 的 最 大 值 为 172.[ 提示 : 研究 事件 4UBUC 发 生 概 率 的 
上 上 下界.] 


第 二 章 ”随机 变量 
2.1 随机 变量 及 其 分 布 
2.1.1 定义 与 等 价 条 忻 


随机 试验 的 结 东 绎 党 是 数 贞 .例如 ， 搓 : 校 租 子 所 得 点 数 ， 记 殿 
电话 妊 晓 次 数 ， 黄 报 曲 志 的 最 站 所 庆 将 于 ， 所 得 的 可 能 结果 者 是 数 
其 ， 大 的 随机 这 验 的 结果 显 不 是 数 ， 介 可 以 将 它 数 虽 化 . 例如 殷 一 枚 
者 币 ， 可 能 结果 =1 = 一 " 灿 面 ”5 wz 二 反面 ”不 越 娄 如 时 约定 以 “1% 
代表 正面 ， 态 “0” 徒 表 反而 ， 最 取 


gw = (1.1) 


划 这 个 有 两 个 可 能 伞 的 数量 &1w)】 代表 了 拖 : 校 夸 币 这 -试验 的 结 
果 . 
作为 随机 起 戏 的 结果 ， 这 些 数 莱 与 以 往 由 来 表 二 了 时间， 位 称 等 的 
变量 人 很 大 不 本, 这 就 是 其 取信 的 变化 情况 取决 于 随机 试验 的 络 朱 ， 
人 这 种 随 册 地 取 芭 的 变 重 右 是 随机 姿 量 ， 先 看 
个 简单 的 例子 ， 


例 11 有 朋 抽 远方 来 ， 他 可 能 葬 船 ， 浅 火 千 名 达 ， 也 可 能 履 飞 
机 到 过. 如 记 ml = 乘 船 ， mo= 和 火车 ， wa= 腾飞 机 ， 这 就 是 以 
上 二 tan:as| 为 样本 空间 的 欧 机 试验 ， 虹 假定 客人 将 采取 上 述 三 
种 版 行 方式 的 概 淮 依次 为 174, 172 1/4, 于 是 全 上 的 概率 测度 已 也 
取 定 ， 从 而 建立 了 此 随机 试验 的 概 尝 空间 . 现 考 嵌 这 位 客人 刚 旅 费 ， 
这 是 一 个 随 旅行 方式 { 即 样 本 点 w) 而 变化 的 变量 ， 候 定 乘 山 ， 火 车 


与 溢 飞 机 的 昌 价 分 别 为 100. 200. 300 元 . 刚 所 于 旅 费 就 是 全 义 


的 如 下 空位 月 数 
100， 类 二 wl. 


Eu 一 200.， 生 we 一 2 (1.2) 


300， 若 w= ws 
当然 ， 我 们 不 仅 监 关心 旅费 Ea 的 可 能 但 ， 还 枚 关心 它 取 向 个 可 能 
值 的 概 准 ， 册 用 面 和 的 假设 可 类 


P{E= 100} = Pi =300} =1/4, P{# = 200} = 1/2. 


便 主 2 东信 一 向 获 米 ， 打 开 收 许 机 对 志 ， 求 他 伞 灶 去 符 50 从 名 
的 概率 ， 


这 是 一 个 一 维 儿 何 概 术 问题 , 我 们 以 “分 ”作为 时 间 单 他, 则 下 = 
[0.60], 所 关心 的 事件 元 = {全 少 等 待 50 分 钟 } = [0,10). 故 P(A4) = 
下 jm) 二 1716. 此 试验 委 二 能 结果 本 号 碾 足 数 昌 ,于是 本 来 时 间 
上 一 2wE[060 ,就 是 措 述 此 试验 结果 的 随机 变星 .由 郊 何 概 涤 
的 定义 可 知 ， 对 ze 和 ,60] 有 


P{é(w) 过 区 = zi60, {1.3) 


特别 取 上 = 10 号 是 所 求 机 这 PLA4). 

在 后 一 个 例子 中 ，#(w) 可 能 位 不 再 起 有限 党 个 , 而 是 溃 布 一 个 区 
癌 ,， 阿 时 由 于 单 点 集 的 勒 由 格 测度 【时 长 庶 ) 均 为 0. 即 本 有 有 PP 从 (lw) = 
z} 三 由 故 不 能 象 例 1.1 婴 样 逐个 痛 出 和) 取 务 可 能 鼻 的 概率 ， 掉 
是 采取 {1.3) 式 的 形式 给 出 Eee) 取 俏 变化 的 概 这 规 律 ， 从 另 一 方面 
说 ， 如 采 对 一 切 Zz 形 如 长 fo) < ww} 这 种 事件 的 报 诗 已 经 给 出 ， 阮 么 
象 例 1.1 中 的 Eee) 取 务 指定 值 的 概率 也 就 友 定 了 ， 这 一 点 将 在 丘 面 
详 如 叙述 . 于 是 ， 爱 眼 给 出 一 切 形 如 长 fo < x} 的 事件 概率 的 方法 
更 广泛 ， 喝 延 用 ， 当然 ， 首 先 应 归来 这 种 集合 多 是 随机 事件 . 鞋 此 我 
们 可 以 氢 述 随机 变量 的 严 懂 定 立 ， 
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定 灾 1.1 设 (8 大. 为 概率 空间 ， 守 一 ef 为 有 上 定 沈 的 实 
值 责 数 ， 如 各 有 


{ww Efiw) iE 


市 
六 
2 


(1.4) 
山 称 &{w) 为 钙 机 变量 


此 定 兰 表明， 随机 灾 其 就 是 从 上 关于 下 可 测 的 实 佣 晤 数 ， 今 后 
时 常 省 略 w 而 将 (aej, fe :5(w) < z} 等 简写 为 & 任 < z]} 等 

作为 样本 宇 间 全 到 于 = {一 20, 十 30] 明 扎 变换 二 可 以 十 击 将 
防 的 了 和 集 恕 变 为 人 2 的 于 集 之 道 变 换 : 


£7 1B)= {uw: £lw) € B), 性 BC 和 RR. 

以 下 是 将 鉴 用 刘 的 关于 遂 变 换 & 1 的 性 质 . 

定理 1.1 £7-! 满足 

1” £7-!(B)= 加 

2° cp ue 

和 证明: 的 以 2? 为 例 . 一 方面 对 于 任意 的 n, 若 上 < B, 则 EE€ 
UB,. 故 ET HB,,) ) 忆 el1 LU 有 也是 右 Ue 五) 人 £ TB,). 

一 方面 由 < UB 知 存 在 二 使 和 E 从 而 ELUB。) < 
Ue (B,). 2° 于 是 得 证 . 

以 下 给 出 随机 变量 定义 (1.4) 忒 开 式 上 更 强 的 等 价 彤 世 . 


定理 1.2 概率 空间 (08, 大 ,PP) 上 实 值 丙 数 为 随机 变量 的 充分 必 覃 
条 件 是 


E (BeF, 任用 < (1.51 


这 里 的 如 是 办 上 上 的 波 雷 尔 亿 类 ， 即 由 半 直 线 全 体 组 成 的 类 PP = 
长 一 sc, 7) :光世 般 } 所 牛 成 的 六 代数 . 


证 明 : 取 (1.5) 式 中 的 B = (一 soz)jE 吕 可 得 充分 性 为 证 其 必 
费 性 ， 考 虚 咬 的 子 集 类 


E={BCR:E lB) EFY. 


则 由 (1.4) 式 敌 了 2 PP， 叉 由 定理 14 知己 为 代数 . 故 E£ 了 D8= 
o(P). 此 即 {1.5) 式 成 立 ， 证 完 . 

考虑 随机 变量 上 的 随 数 二 XI6 由 定理 1.2 知 ， 为 娄 9 仍 为 
随机 变 旺 ， 必 须 且 只 需 对 性 意 了 BeB 有 7 iB})e 大 .但 2 (8B) = 
{ww Ft] EB} = {wtw) EB))}. 苓 只 站 也 数 f 满 是 “对 任 
何 吕 和 后 有 六 :了 3)EB"” 即 可 ， 满足 这 样 要 求 的 扩 称 为 波 雷 尔 范 
数 . 于 是 我 们 得 到 


定理 1.3 随机 变 虽 的 波 害 尔 陋 数 仍 为 陋 机 变 盟 . 


常用 的 葡 数 ， 例 如 只 上 分 段 连 球 卫 数 ， 均 为 流 雷 兴 好 数 ， 定 理 
1.3 在 定 意义 下 的 道 仍 成 站 ， 轴 者 合 起 来 跌 是 苦 溃 的 杜 擂 复合 函数 
定理 . 【此 参考 书目 [中 ,19 页 定 埋 17,) 


2.1.2 随机 变量 的 结构 


设 【8 天, 忆 ) 为 一 概率 空间 ， 对 任何 上 大, 取 事 件 EE 的 示 性 下 
数 XE(w) = 1, 普 ww& EE; = 0, 省 则 ， 勇 证 XRtw) 是 随机 变 提 ， 这 
样 ， 产 中 的 冬 一 个 事件 都 可 以 用 其 性 凿 数 这 个 随机 变量 来 代表 . 
下 考虑 样本 宝 间 人 锡 的 任 一 有 限 分 割 {Ai, 42 ,An), 满足 A. E€ 
了 (i= 1.2... ,7), AiAi 一 Of 去 中 玉 1 凡 ; 二 人， 对 任意 7 个 不 了 癌 
tz 二 1] 
的 实数 91,92,… ,aw 取 


1 


(cj = axailw). (1.6) 
这 1 
作为 2 个 未 性 丽 数 的 线性 组 合 ， Eu) 仍 为 随机 变量 ， 称 撒 恕 1.6) 
的 E(w) 为 简单 随机 变量 . 


对 于 (人 ,三 , P) 上 任意 非 负 随机 变量 所 及 和 白 然 数 nm, 将 且 按 oo 
的 取 值 进行 分 制 ， 即 会 





六 二 十 1 
A 一人 <) < } 大 一 0. 1 nm2 一 1 


Anan = {0 Ew) > rn}. [1.7) 
不 礁 验 证 {14o, 4 4】 满足 前 述 分 割 的 条 件 ， 从 而 


Ti 和 六 


KK ， 
和 (人 = 2 XA ey) {1.8) 
上 二 机 


为 简单 随机 变量 ， 随 机 变量 序列 {&;,} 满 是 
OA Eb) E10). .1.9) 

我 们 总 基 运 用 Y 与 A 表 泌 取 大 与 取 小 运算 , 即 mv 各 三 max(a, Db), 
而 & bb 二 minta't 对 一 般 的 随机 蛮 明 上 令 £7 二 EY0,£7 = 
(YO 则 有 二 夺 一 £7, 且 f+ 与 都 是 非 负 随 机 变量 ，， 
5 ,5 ”都 按 (1.7) 至 (1.9) 表 为 简单 随机 变量 列 的 极限 ， 则 两 个 简单 
随机 变 虽 列 之 差 的 极 艰 就 是 随机 变量 .到 此 我 们 得 到 随机 变量 的 结 
稳定 理 - 


定理 1.4 9 和, 忆 ) 土 实 值 丽 数 Eee) 为 贿 机 变星 的 充分 必要 条 
件 是 ， 存 在 简单 随机 变量 序列 {&%,,m > 1} 使 


imés(w) =Eo), 任 wen. (1.10) 
而 用 当 专 菲 计时 ， 还 可 取 癸 %} 为 半 负 简单 随机 变量 的 韭 降序 列 : 
定理 中 条 件 充 分 性 的 证 明 留 作 习 题 . 


2.1.3 分布 与 分 布 函数 


企 随 机 变量 的 数学 定义 中 ， 只 涉及 到 样本 空间 9 及 其 上 事件 o 
代数 下 , 肯定 了 一 切 形 如 £71(B) 的 的 子 集 在 中， 并 湛 有 涉及 
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概率 测度 已 但是， 既然 《6-1(B) 是 随机 事件 ， 它 就 有 机 应 芯 概 尝 ， 
取 


F(B)=PE "(BI} = PEcBl 和 任 BeB. (1.11) 


定理 1.5 设 € 为 概率 空间 {人 0, 天 ,PY 上 的 随机 变量 ， 则 由 {1.11) 
式 定 义 的 如 上 的 集 沽 数 下 是 一 个 概 滨 测 考 ， 


证 明 : 由 卫 非 负 立 得 卫 的 非 负 人 性， 再 由 &-!{ 凌 ) 二 0 及 PP 的 规 
范 性 得 FiR) 二 1, 最 后 ， 讽 { 妃 ,} 为 如 中 不 侈 集 列 . 一 方面 由 代理 
1.1 知 < 世 对 ,.)】 一 UK 十) ， 太一 方面 ， 外 i 天 了 时 BiB; 一 全 
故 有 D = EUG) = E- 1(B;B;) = £1(B;)E-1(B;)， 这 说 明 事 件 列 
{5 -1(B,)} 是 两 两 不 相 容 的 . 用 忆 的 可 罗 于 人 全 和 


F(U Bn) 一 PE (U B,,)} 一 PTUE (Ba 让 
一 >》 PE (Bo)} 一 YF(B,), 


即 启 和 癌 列 可 加 性 ， 于 是 得 证 为 如上 的 概率 测度 ， 


定义 1.2 称 由 (1.11) 式 定义 的 8 上 机 洒 测度 下 为 随机 变量 上 
的 概率 分 布 . 简称 为 分 布 或 概率 律 . 


侍 此 ， 概 过 空 间 (如 ,下 , P) 上 每 个 随机 变量 &, 都 在 其 值 域 加 上 
引进 另 - -个 概率 空间 {器 ,8, 请), 称 之 为 二 的 相 空 间 . 注意 相 空间 中 测 
度 下 与 上 有 关 ， 

将 引进 £ 的 分布 了 的 0.11) 式 创 转 来 看 ， 对 于 尾 何 百 < 如 随 
机 变量 拓 落 入 召 中 的 概率 可 通过 计算 BB 的 测度 F(B) 得 出 ， 这 就 是 
说 ， 概 率 分 布 王 完全 刻画 了 《 取 值 的 概 康 规律 下面 我 们 给 出 捕 述 
这 规律 的 更 简捷 方便 的 汪 具 . 

将 8 上 测度 和 下 忆 局 限于 集 类 刀 = {{ 一 2c,7x)】; x E 界 ] 上 ， 由 于 
太 中 等 条 半 和 直线 被 它 的 右 端 点 实 所 决定 ,于 是 集 通 数 吾 就 化 为 办 上 
的 点 蜀 数 . 


: BY . 


定 忱 1.3 设 基 为 概 府 守 间 { 有 ,天 P) 上 的 随机 变星 ， 称 
Flri=F{(-o07r)) = PE<z， cEM, [11.12) 
为 随机 变 显 f 的 分 布 函数 . 
容易 得 到 ， 例 1.1 中 旅费 所 的 分 布 亏 多 为 


0， z < 100, 


| 14, 100 < x < 200, 
天 fr] = 
374， 200 < 1 < 300, 


1, 300 二 . 


这 是 一 个 阶梯 录 数 , 它 在 x = 100.200,300 人 丸 依 次 有 了 跃 度 为 1/4. 172， 
1/4 的 跳 走 ， 其 图 形 见 图 1.1 的 起 图 . 


Etry 





0 IOD0 200 0 0 60 


图 1.1 两 种 他 市 蝴 娄 的 色 形 
对 于 例 1.2 中 醒 米 时 刻 €, 注意 到 (1.3; 式 及 z< 0 时 故 <zj= 
如 ，z 人 60 时 让 < 生 中 = 中 可 得 到 此 5# 的 分 布 函 数 为 
0, 是 守明 


FE) 一 zf60，D0<z< 的 ， 


1 ， BOD 六 区， 


， BS :+ 


这 是 一 个 连续 畏 闭 ， 其 图 形 见 图 1.1 的 右 图 . 
如 下 定理 给 出 分 布 盖 数 的 一 般 性 质 . 


定理 1.6 分 布 函 数 下 (zj 其 有 

1” 单 调 非 降 性 : 尾 x < x2 有 (x) 二 Pr): 

2°? 夺 连 续 性 : 任 zo ER 有 Lim ， Fl) = Flrn): 

3” 规范 性 : 

下 (一 ce) = lm Fz) = 0, FPF{+oc} = .lim F(z) 二 1. 


证 明 : 首先 ， 当 了 il < za 了 时 有 长 和 ZI 莹 苇 六 2 由 概 这 
的 单调 性 可 得 (x1) 近世 za) 其次， 对 任何 za 二 zo & 员 , 事 件 列 
4 三 仁 <zn 为 香 调 上 升 的 ， 其 极限 为 U 4 = 1 < zo}, 用 概率 
的 下 连续 性 可 得 Em F(zn) 二 (zo), 即 了 (x) 在 四 二 左 连续 . 最 后 ， 
注意 到 事件 列 发 < 一 n} 4 多， {人 达 }T 避 ,利用 概 坟 的 上 ， 下 连续 
性 及 现 范 性 ， 便 得 注 fF{ 一 oc0) = 0 与 fF{+oc) = 1. 证 完 . 

定理 中 的 性 质 1".2°,3°? 是 分 布 十 数 的 本 征 性 质 . 就 是 说 ， 每 一 
个 随机 变量 的 分 布 尊 数 必 有 这 三 条 性 质 . 反 过 来 ， 六 上 任何 具备 这 
三 条 性 质 的 请 数 F(z) 都 必定 是 某 个 随机 变量 的 分 布 消 数 . 化 命题 证 
明 的 一 个 天 键 是 要 证 明 满足 1%,2°,3? 的 了 Pix) 可 唯 - -决定 8 二 的 概 
率 测 度 F. 下 面 做 -简要 说 明 . 

在 定义 1.1 中 给 出 随机 变量 上 的 数学 定义 之 后 ， 可 以 直接 根据 
(1.4) 式 给 出 由 (1.12) 式 定义 的 的 分 布 函数 下 {x), 并 证 明 严 (x) 有 
性 硕 1°%,2°, 35. 视 记 [zx) 为 全 上 的 集 羡 数 FF{( 一 00,2)} = 下 (x), 然后 
将 工 爱 步 扩张 到 更 大 的 集 类 上 去 . 比如 对 区 间 foe, 可 到 F{le， b)} = 

下 六 一 二 ah 对 不 交 区 间 的 右 限 并 4 二 Ulen bs). 取 了 下 (4 = > Fl 
六 上 等 等 ， 不 再 一 一 列举 . 证 测度 扩张 定理 ( 见 参 考 书 晶 [7] p.37} 保 
证 ， 此 五 可 唯一 地 扩张 到 号 .和 上， 成 为 如 上 的 概率 测度 ， 称 之 为 分 布 
溺 数 了 『{z) 所 引出 的 勒 由 格 ”斯 蒂 系 吉 斯 测度 ， 空 际 上 这 个 下 不 好 
古 我 们 下 面 用 (1.11) 式 引 进 的 概率 分 布 . 
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既然 分 布 函 数 (lx) 可 完全 决定 随机 变量 的 分 布 ,于 十 它 束 完 
全 描述 了 的 概率 规律 ， 即 有 关上 的 籽 率 问题 都 可 以 借助 (2) 来 回 
管 ， 例 如 对 任意 &<5 有 

Pl elab} = PE <5} — P{é <a} = Fb) ~ Fla). (1.13) 
又 如 ， 对 任意 & E 贰 ， 

PIé€ =oa} = limPit e at 2)} = Fla+0) — F(a), {1.14) 
即 & 取 任 条 指定 值 的 概率 等 于 其 分 布 阔 数 症 该 点 上 的 跃 度 ， 特别， 
取 盾 于 F{z) 的 连续 点 上 的 概 淮 为 0. 

一 般 地 ， 可 将 禾 述 & 取 值 概率 规律 的 {1.11) 式 写 为 

P{t € BY = F(B) = 1 dF'{x), 任 BEeBR. (1.15) 
FE 

这 是 一 个 查理 论 上 长 应 用 中 都 干 分 重要 的 公式 . 此 式 的 右 方 是 关于 分 
布 图 数码 (zi 的 勒 贝 格 - 斯 蒂 乐 吉 斯 积分 . 有 关 这 种 如 分 徇 拓 识 可 以 
在 …- 般 的 实 变 孙 数论 教科 书 中 得 到 . 对 这 些 内 容 不 太 熟 悉 的 读者 ， 可 
把 (1.15) 式 当 做 诸如 前 面 的 ,13).(1.14) 以 及 后 面 的 (1.17),(1.22) 
等 特 中 形式 的 一 般 记 车 . 


2.1.4 ”离散 型 与 连续 型 


离散 型 与 连续 型 随机 变量 是 两 种 最 重要 的 特殊 类 型 的 随机 变量 . 
本 市 开头 的 例 1.1 与 例 1.2 正 是 这 两 种 类 型 的 例子 ,它们 的 分 布 丽 数 
分 别 是 纯 跌 获 男 数 和 绝对 连续 冰 数 . 


定 1,4 设 所 为 概率 空间 [大 ,局 上 的 随机 变 曙 ,如果 存在 数 
列 {zk} 及 {pn}, 满足 1° ps 之 0,2” 3 px 二 1 使 得 
EE 


P{£= zk} =pr, k= 1,2,..., {1.16) 
出 称 此 随机 变量 刀 及 其 概率 分 布 } 为 离散 型 的 , 向 称 由 这 两 个 数列 组 
成 的 让 往 
器 1 To 1 Th 。 
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为 上 的 密度 阵 , 简称 为 密度 . 


由 定义 可 知 , 专 取 数列 {x4} 以 外 值 的 概 桨 为 0. 但 我 们 时 常 说 成 
有 具 取 {zg} 这 至 多 可 列 个 人 车 *. 这 种 说 法 【由 包括 “ 非 负 随机 变 蜡 ? 
等 类 似 提 法 ) 实际 上 可 能 有 零 概率 的 偏 基 .由 于 我 们 仅 关 心 有 芙 & 的 
概率 问题 ， 礁 总 是 允许 这 类 偏 闫 注意 只 有 三 限 个 可 能 信 z1,… ,2 
的 离 融 型 随机 变量 正好 是 我 们 在 2.1.2 节 引 进 的 简单 随机 变量 上 fw) = 
> ctX4iohb 此 处 ai 二 x2; 4; 王储 二 ni} EFL=1,: 
i=1 


离世 型 随机 变量 的 密度 阵 完全 决定 了 由 (1.11) 式 定义 的 & 的 
概率 分 布 卫 . 事实 上 我 们 有 


F(B)=P{éeB}= >》 pk 任 日 cg (1.17} 
鼎 : 工 上 守 睛 
取 上 式 中 吾 = (一 szh 可 得 分布 函数 
F(z)= P{é <z}= > pi 任 zeR. (1.18) 
民 ; 工 过 站 


易 见 ， 这 是 一 个 纯 跳 跃 洗 数 ， 它 在 & 的 每 个 可 能 人 zs 上 有 跃 度 py， 
在 答 个 不 会 诸 zs 的 区 间 上 便 取 常 信 ， 关 于 这 种 分 布 请 数 的 勒 贝 格 - 
斯 带 尔 吉 斯 积分 怡 好 是 (1.17) 式 右 端的 和 式 ， 就 是 说 ， (1.171 就 是 
(1.15) 式 的 离散 型 版 本 . 

按照 我 们 的 定义 , 只 有 一 个 可 能 值 的 常数 < 是 离散 型 随机 变 吕 ， 
其 密度 陡 为 【 “ ) , 称 之 为 退化 分 布 ， 而 抽 校 均匀 厂 币 得 到 的 随机 

1 

变量 (1.1) 式 具有 而 点 分 布 【|/。 7) 

我 们 从 例 1.2 中 的 醒 来 时 刻 上 入 手 讨 论 随机 变量 的 另 -- 重 要 类 
于 将 此 的 分 布 本数 求 导 林 得 

F(x) = pr) = 60’ OQ < < Bo. 


这 里 及 此 后 我 们 总 约定 ， 凡 是 分 段 两 数 , 在 已 经 注 出 的 定义 域 之 
外 其 值 恒 为 零 ， 比 如 上 式 的 pfz) 在 区 辣 【0.60) 之 外 的 值 为 0. 不 再 
- :一齐 时 . 
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于 是 二 的 分 布 函数 可 写 为 
Pla)= f nd) z E 中. (1.19) 


注意 此 臣 与 离散 型 分 布 咕 数 的 表达 式 (1.18) 式 非 党 相似， 那里 是 对 
一 切 小 于 z 的 可 能 值 zk 将 px 求 和 ， 这 里 是 对 一 切 小 于 的 可 能 值 
1 将 p{i) 积分 . 


定 祥 1.5 设 上 为 概率 空间 (RF, P) 上 的 随机 变量 . 如果 存在 类 
数 p{z), 满足 


十 2 


1° piz}>0, 2° 1/ Plz} dr = 1, (1.20) 


使 得 的 分 布 丽 数 下 (z) 可 表 为 (1.19) 式 的 形式 ， 则 称 放 及 其 概率 
分 布 ) 为 连续 型 的 ， 称 p(x) 为 的 密度 函数 , 向 称 为 密度 - 


E 散 表 为 (1.19) 式 赤 上 限 积分 的 函数 (rz) 在 分 析 中 称 作 绝对 连 
续 函 数 ， 绝 对 连续 冰 数 必 为 连续 函数 ， 于 是 用 (1.14) 式 可 得 ,连续 型 
随机 变量 取 任何 指定 值 a 的 概率 P{E =a} = Fa 二 0) 一 Po =0. 

由 于 在 至 多 可 列 个 点 上 改动 pz) 不 会 影响 (1.19) 式 中 积分 的 
值 ， 所 以 连续 型 分 布 丽 数 的 密度 不 是 唯一 确定 的 ,但 是 反 过 来 说 ， 满 
足 (1.20) 式 中 1°,2° 两 条 性 质 的 密度 ptz) 却 可 通过 (1.19) 式 完全 确 
定 分 布 函数 Fz), 从 而 完全 确定 & 的 概率 分 布 F， 事实 上 ， 此 时 有 
dF(z)] = plz) dz. 因而 (1.15) 式 就 化 为 


P{EEB = | plz) ez, 任 B eB (1.21) 
DD 


连续 型 随机 变量 定 头 中 的 (1.19) 蕊 只 不 过 是 此 式 中 B = (一 oo. x) 时 
的 一 个 特殊 形式 ， 此 外 尚 有 


b 
P{é£ € [a,b}} = / plr) dy, 任 a<p， {1.22) 


上 式 左 端的 区 间 le 站 换 为 Te: 有 :ae 可 或 [可 后 仍 右 . 
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连续 型 分 布 的 密度 函数 与 离散 型 分 布 中 的 密度 阵 相 对 恨 ， 无 论 
就 其 性 质 或 所 起 的 作用 而 言 ， 都 是 地 位 相当 的 ， 只 是 在 离散 型 情形 有 
P{é = zc = pk ,而 对 连续 型 随机 变量 却 永 有 P{é = x*} 二 0. 但 
有 是， 稍微 改 变 叙述 方式 ， 我 们 仍 可 看 到 pix) 的 相应 人 必用， 将 (1.22) 
式 用 于 区 间 [x;z 十 和 zj 并 用 定 积分 中 值 定理 可 知 ， 当 Az 很 小 时 有 


补 十 点 工 
Plé E[z,z + Az]} = 1 PU) dt s pF)IAT. 


于 是 我 们 可 以 说 ， 密 度 p(x) 的 值 反 映 了 上 落 入 x 附近 之 概率 的 大 
小 ， 

最 后 简要 地 说 明 , 离散 型 与 连续 型 只 不 过 是 随机 变量 的 两 种 特殊 
类 型 ， 而 不 是 随机 变量 的 分 类 ， 分 析 中 如 下 著名 定理 涯 明 , 还 有 许多 
其 它 类 型 的 随机 变量 . 


定理 1.7 勒 贝 糖分 解 分 布 函 数 Fir} 有 分 解 
Fz) = CE + coFa(r) + cs Fa{r), (1.23) 


其 中 常数 Cl C2 C3 之 0, cl 十 02 十 03 二 1, 而 ilz), Fo{z), Falx) 都 是 
分 布 酒 数 ， 五 (zx) 为 纯 跳 路 函 数 ，F{z) 是 绝对 连续 务 数 ， 王 (x) 为 
奇异 晴 数 . 


定理 1.7 中 奇异 郴 数 的 含 尽 及 定理 的 证 明 可 参见 一 般 的 实 变 画 
数论 教科 书 ， 这 里 不 能 详 述 ， 我们 仅 指 出 ， 分 解 式 (1.23) 中 取 cl = 
1, 62 二 53 二 0 或 取 cz 一 lcel=c=0 就 得 到 我 们 讨论 过 的 离散 型 
与 连续 型 分 布 哆 数 ， 此 外 尚 有 奇异 型 及 各 种 不 同 的 混合 型 . 但 最 重要 
的 还 是 我 们 讨论 过 的 两 种 类 雹 ,我 们 将 在 下 面 进 一 步 介绍 这 两 类 分 布 
的 常见 例子 . 


2.1.5 习 般 


1. 设 随机 变量 € 的 分 布 陆 数 为 RF{x), 证 明 n= et 也 是 请 机 变 
量 ， 并 求 5 的 分 布 函 数 . 
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2. 设 4, 刀 为 两 个 不 直 容 随机 事件 ， 4,5 为 两 个 常数 ，&a < 忆 
证 明 二 axa 十 bxs 为 随机 变量 ， 并 求 专 的 分 布 沾 娄 . 
3. 车 对 每 个 2 之 1， 局 为 随机 变量 ， 证 明 : 


supén, infés, limé,, limé, 
i nn 全 


均 为 随机 变量 . 

4. 假定 -- 硬 币 抛 出 正面 的 概率 为 p(0 < p < 1), 反复 抛 这 枚 硬币 
直 容 正面 与 反面 都 出 现 过 为 止 , 求 (1) 扫 撞 次 数 恰 为 大 的 概率 pk; (2) 
恰好 抛 偶数 次 的 概率 . 

5. 在 半径 为 请 的 圆 内 性 取 一 点 (二 维 几何 模 鳌 ), 求 此 点 到 圆心 
之 距离 & 的 分 布 函数 及 P{& > 2R/3). 

6. 已 知 随机 变量 £ 的 密度 函数 为 


2， DOD<r<l, 
om-| 


2—x, 1<w 2 
试 求 (1) 的 分 布防 数 ， (2) P40.2 < & < 1.2}. 
7. 设 
p(t) = ee), >0 
[DD 求 a 使 p(z) 为 密度 辣 数 ， (2 若 二 区 此 plx) 为 密度 求 使 
P{#é > b}=h. 
8 设 有 (zi 与 F2(z)】 为 两 个 分 布 函数 ， ci 与 c2 为 二 常数 ， 
elyez 之 四 el 十 一 1 求证 ceilz)+ceaolzi 也 是 分 布 函 数 . 
9. 设 Flzl 是 连续 型 分 页 国 数 ， 试 证 对 任意 a < 了 有 


e+-Ple+ad=b-a 


10. 设 
(L+2z)/3，0<z<1l 
co- 


1, 1 <. 
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试 证 明 (HEFXz) 是 一 个 分 布 明 数 ; 。 (21x) 既 不 是 离散 型 也 不 是 
连续 型 的 ， 但 它 可 以 写 为 这 两 种 类 型 分 布 困 数 的 线性 组 合 . 


22 员 努 昌 概 型 及 其 中 的 离 衣 型 分 布 
2.2.1 上 贝 努 里 试验 


只 有 了 两 种 可 能 结果 的 试验 称 作 贝 努 里 试验 .例如 抑 两 枚 般 子 ， 
可 能 得 烈 “ 贺 点 ”也 可 能 得 到 “不 同 点 "; 抽取 一 件 产品 检验 ， 可 能 
是 “正品 ”也 可 能 是 “次 品 "等 等 都 是 贝 努 里 试验 .注意 ， 这 种 试验 
的 样本 空间 只 不 一 定 只 含 两 个 样本 点 ， 只 是 我 们 把 所 关心 的 一 部 分 
样本 点 归结 为 一 种 结果 4, 同时 把 其 余 样 本 点 的 集合 看 作 另 一 种 结 
果 4.， 在 上 述 掷 两 枚 从 子 的 例子 中 ， 样 本 空间 呈 含 36 个 样本 点 ， 
我 们 只 关心 “ 同 点 ”是 否 发 生 ， 于 是 把 其 中 6 个 样本 点 组 成 的 事件 
4 一 区间 = 1)2,-…,6} 视 为 一 种 结果 ， 其 祭 30 个 样本 点 组 成 
另 一 结果 4 = { 不 同 点 }, 此 外 ， 我 们 不 月 关心 由 如 的 非 空 真子 集 
组 成 的 其 它 事 件 ， 于 是 ， 对 于 贝 努 里 试验 而 言 ， 事 件 e 代数 应 取 为 
太 = {@, 4, 4, PP}. 通常 把 结果 4 称 作成 荔 ", 而 把 有 称 作 “ 类 做 
衣 取 定 成 功 与 失败 的 概率 


PP 三 已 4) 与 9=P(A), Pdg>0 Hp+g~=1, (2.1) 


则 建立 了 -一 次 页 努 里 试验 的 概率 空间 (人 0, F, PY). 

在 概 闪 论 的 理论 及 应 用 中 , 经 常 以 一 系列 独立 重复 的 风 努 里 试验 
作为 概率 愤 型 . 独立 重复 试验 的 严格 定义 已 于 1.6.4 节 中 叙述 .粗略 
地 说 ， 所 谓 重 复 ， 即 各 次 试验 的 概率 空间 都 是 上 述 (如 ,大 ,已 ). 而 nn 个 
试验 的 独立 性 是 指 各 次 试验 的 结果 互 不 影响 ， 即 对 第 1 次 试验 的 任何 
结 朵 上; (2 二 1,2,.'…,n) 都 有 


12 E,) 一 PIAELDP{ Ea) PLE,). (2.2] 


这 样 的 nn 个 独立 重复 的 贝 努 时 试验 称 作 m 重 贝 努 里 试验 . 将 一 贝 努 
里 试验 独立 夫 重 复 下 去 所 得 的 -系列 试验 ， 就 是 可 列 午 贝 努 里 试验 . 
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2.2.2 二 项 分 布 

考虑 nn 重 贝 努 里 试验 中 成 功 次 数 上 易 见 二 的 可 能 值 为 大 = 
与 元 一 肯 个 兴 败 A . 先 考虑 前 天 深 试 瞪 全 成 功 而 后 于 一 天 次 试验 全 
失败 这 -特殊 情形 ， 由 {2.1) 与 (2.2) 式 可 得 出 现 这 种 结果 的 概率 

P{A:..AA.-.. 4} = P(A).-.. P(AYP(A)... P(A) = pq. 

个 1 一 下 个 

注 悉 所 得 结果 仪 与 4 的 个 数 上 有关， 与 生出 现 丰 上 个 位 置 上 无 
关 . 再 者 ， 作 这 议 试 验 中 选择 太 次 成 功 共 有 种 方式 ， 且 各 
种 方式 四 池 不 相 容 ， 上 由 可 加 性 立 得 £ 的 密度 


PE=A= (jms ke0 ln 
一 般 地 ， 任 给 定 目 然 数 nn 及 下 数 p,q(p 十 9 = 1), 令 
blk; rn, p) 一 (1) PR k=0,1,..:,n. (2.3) 


则 brk;n,p)>0 有 8 


3 np) = 二 人 ) re = (p+9"=1. 


起 二 - 届 
称 以 {5(k; Rp}} 为 密度 的 离散 型 分 布 为 二 项 分 布 . 当 = 1 时 的 特 
例 又 称 作 由 努 持 分布. 这 是 一 个 向 点 和 多 布 ， 其 密度 路 为 (, ! 
g pp 
上 述 推导 表明 ， 重 风 如 时 试验 的 成 功 次 数 £ 服从 参数 为 np 
二 项 分 布 . 
下 面 计 论 二 项 分 布 的 性 质 . 对 天 > 上 上 考虑 比值 


b{k; n, p) [一 下 十 二 六 ft 十 二 )P 一 
brk— 1n,p) kg kg 
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易 见 , 当 疙 过 (R 十 1 入 时 ，b(k; rn,p) > BE 1;n,D), 而 当 > (n+ 1)p 
时 ， DikK;n,p) < BE 一 1;n,p)， 这 谥 朋 ， 对 在 何 国定 的 参数 nn 与 
p, blk;n,p] 的 值 先 随 关 的 变 大 而 上 和 ， 再 随 天 的 变 大 而 下 降 . 于 是 
必 有 最 大 值 . 如 亲生 一 位 十 1 和 是 蓝 效 ， 则 Blm;n,p) = blm—1; ne, p) 
同 为 Hk;n,p) 的 最 大 信 ， 如 果 (nr 十 1)p 不 是 整数 ， 则 BK;n,p) 在 
m 二 [(n 十 1)p| 处 取 到 最 太 伟 (这 里 [la] 表示 不 超过 a 的 整数 ). 图 2.1 
给 出 二 项 分 布 这 一 性 质 的 图 示 . 我 们 称 使 5(k;n,p) 取 到 最 大 值 的 和 m 
为 二 项 分 布 随机 变量 的 最 可 能 值 , 或 称 为 n 重 贝 努 里 试验 的 最 可 能 成 
功 次 数 . 





四 rEra /3) 


六 这 心 邓 
0D, 2 .2 
位 } D.] 
0 1 2 3 4 5 6 7 + DO ] 2 3 4 5 6 7 5 只 


图 2.1 二 项 分 布 的 最 可 能 值 
例 2.1 执 一 均匀 硬币 2n 次 是 p= 1/2 的 2n 重 贝 努 里 试验 . 因为 
(2n 十 ])p = 站 +172 不 是 整数 ， 故 最 可 能 成 功 次 数 为 |(2n 二 1)p] = nn. 


磊 是 说 、，2n 次 抛 邱 中 正 反面 各 出 现 m” 次 的 可 能 性 最 大 ， 利 用 斯 特 灵 
近似 公式 


可 得 此 二 项 概率 的 最 大 值 为 


1 2npVrlm 1 
i 二 = 六 
因此 ， 当 试验 次 数 ”无 恨 变 大 时 ， 二 项 分 布 的 最 可 能 值 (从 而 每 个 可 
能 值 ) 出 现 的 概率 趋 于 0. 


例 2.2 小 概率 事件 在 可 列 重 贝 努 里 试验 中 ， 东 事件 互 ={ 试 
验 笑 将 成 功 } 的 概率 . 


解 ， 令 已, = {前 nn 次 试验 均 失 败 }, 则 {FF} 为 单调 下 降 事件 
列 ， 且 _ 
lmF,= [|F,=E. 


利用 概率 的 上 连续 性 及 户 ( 玉 ,) = bl0;n.p) 三 和 可 得 
P(E)=1- PlimF,)=1- lmP(Fr)=1- ling" 


于 是 ， 不 论 成 功 的 概率 p 多 么 小 ， 总 有 0 < 4 < 1 从 而 P(E)=1. 
就 是 说 小 概率 事件 终 将 发 后 的 概率 是 1. 
下 述 例题 给 出 一 项 分 布 的 -一 个 实际 应 用 ， 


例 2.3 设 每 台 自 动机 床 在 运行 过 程 中 需要 维修 的 概率 均 为 p = 
0.01, 并 且 各 机 床 是 省 需要 维 收 相互 独立 .如果 (1) 每 名 维修 工人 负 
责 看 管 20 台 机 床 ， (2) 3 名 维修 工人 共同 看 管 80 台 机 床 ， 求 不 能 
及 时 维修 的 概率 ， 


解 : (1) 这 是 n = 20 重 贝 努 里 试验 ， 参 数 p = 0.01, 需 维 修 和 的 机 
床 数 & 服从 BE;20,0.01) 分 布 ， 鼓 不 能 及 时 维修 的 概率 为 


P{é€ > 1} = 1— Bb(0;20,0.01) ~ b(1;20,0.01) 
=1-0.99— 20x0.0 x0.9918 ~ 0.0169. 


(2) 类 似 可 得 3 各 维修 工人 共同 看 短 80 台 机 本 时 不 能 及 时 维修 
的 概率 7 
P{€ > 3}=1- » Bb(k;80,0.01) s 0,0087. 

点 一 避 

比较 本 稳 的 (1) 与 有 2) 可 见 ， 3 名 维 丹 工人 共同 看 管 80 台 机 
床 、 比 每 人 人 看管 20 台 机 上 床 提高 了 工作 效率 ， 但 是 ， 不 能 及 时 维 收 的 
概率 却 下 降 到 将 近 .- 半 ， 央 而 ， 从 这 一 点 来 看 还 是 “联合 起 来 好 ”. 象 
这 种 不 赤 复 茶 的 计算 有 时 也 会 给 经 营 管 理 者 带 来 好 的 效益 . 但 是 必须 
指 山 ， 在 解 这 个 例题 中 ， 我 们 扰 略 了 “维修 时 间 ” 这 个 因素 ， 所 得 结 
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录 只 适用 于 服务 升 间 很 短 的 服务 系统 例如， 纺 纱 厂 的 接头 工人 ， 人 
工人 交换 台 的 接线 员 ， 小 商品 藤 上 信贷 员 等 等 ， 如果 册 考虑 党 值 忒 随机 上 长 
* 度 的 服务 时 间 ， 问 题 会 复杂 得 多 . 有 关 问 题 的 研究 属于 概率 论 的 一 个 
早生 成 将 的 分 支 排 也 论 ， 

易 见 ，n 越 大 有 关 一 项 分 布 的 计算 明 越 大 .比如 在 上 例 中 ， 如 果 
茶 车 间 有 这 种 机 打 200 台 , 为 使 不 能 其 时 维修 的 概率 在 0.02 以 下 , 问 
至 少 需 多 少 名 维修 工人 ? 由 于 党 维 收 的 机 林 数 服从 ;200,0.01) 
分 布 ， 问 题 化 为 求 维修 工人 数 7, 使 


中 器 
PE > 中 = BRi200,0.01) < 0.02. 


二 tT 十 1 


旺 接 计算 是 很 麻烦 的 ， 我们 将 在 2.3.1 节 给 出 它 氏 近似 算法 ， 


2.2.3 几何 分 布 


考虑 可 列 重 贝 努 里 试验 中 首次 成 碟 的 等 待 时 间 &. 它 取 值 自然 数 
上 当 旧 促 当 前 老 一 工 次 试验 全 基 败 间 时 第 上 次 成 功 ， 于 是 由 人 .1 及 
(2.2) 江 可 得 的 密度 


P{E=k}= P{A-...AA} = 9 lp, k=1,2,. 
一 般 地 ， 任 给 参数 p(t0 <p<1,9=1 一 p) 邻 
9(k;p)= 9 pp k=1,2,... (2.4) 
那么 有 g(K;p) > 0 匡 DD gi) = 9 PD 二 p/(1 一 四 = 1. 于 是 


{9tK;p)} 可 以 作为 离散 型 分 布 的 密度 ， 称 它 为 几何 分 布 . 
几何 分 布 有 如 下 本 往 性质: 


定理 2,1 取 值 于 自然 数 的 随机 变量 有 几何 分 布 ， 当 且 仅 当 色 
有 无 记忆 性: 


Plié>mtnlt>m}= Pt>n}. ff mnzil. (25 
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证 明 : 如 果 的 密度 如 (2.4) 式 ， 则 


DO 科 
加 9 
Pié>n}= 》 p= =g 任 n21. 
下 一 好 十 】 4 


于 是 对 任意 的 ?n,n 之 1 有 


Ti 
即 无 记忆 性 (2.5) 式 成 立 . 
另 一 方面 ， 由 (2.5) 式 知 


Wn = PIE > n} > 0, 任 nn 之 1. 


并 且 有 
nin 一 nmin, 性 TY 和 之 1, 


解 这 个 方程 可 得 总 = 多 注意 ,一 方面 21 > 0, 另 一 方面 名 一 1 
将 导致 一 雪 驴 m” = 1, 这 与 上 取信 官 然 数 巴 唇 ， 态 取 g 二 1, 满足 
0 <g <<1. 且 对 任意 之 1 有 


Plé =k}= OQ 1 Qi = lp. 


得 证 服从 几何 分 布 ， 定 理 证 完 . 

设 《 为 可 列 重 贝 努 里 试验 中 首次 成 功 的 等 待 财 间 . 上 有 述 无 记忆 
性 (2.5) 表明 : 己 知 试验 了 wm 次 未 获 成 功 , 再 加 和 做 ” 次 试验 仍 不 成 功 
的 条 件 概 率 ， 等 于 从 开始 算 起 次 试验 都 不 成 功 的 概率 .就 是 说 ,已 
做 过 的 m 次 失败 的 试验 被 忘记 了 . 产生 几何 分 布 这 种 无 记忆 性 的 根 
本 原因 在 于 ， 我 们 进行 的 是 独立 重复 试验 ， 这 是 不 学 习 ， 不 总 结 经 验 
的 一 系列 试验 ， 当 然 已 做 过 的 试验 不 会 留 下 记忆 ， 常 言说 “失败 是 成 
功 之 母 ", 其 前 提 条 件 就 是 每 次 试验 后 要 认真 总 绪 经 验 ， 不 断 改 进 试 
验方 案 ， 才能 尽快 地 到 得 成 功 . 如 果真 的 在 做 “独立 重复 试验 ”那么 
不 管 已 经 失败 过 多 俏 次 ， 也 不 会 为 今后 的 试验 留 下 可 借 监 的 东西 . 


， RO ， 


例 2.4 二 把 外 形 和 相同 的 乌 是 中 只 有 - -把 能 打开 门 ， 现 任意 一 一 
斌 天 ， 试 对 每 次 试 毕 () 放 上 加， (人 2) 不 放 同 ”二 人 情形 求 事态 
{宇和 湖 让 3 深 打 开门 上 的 概 妆 . 

解 :{1) 放 回 情形 是 独立 重 息 试 验 ， 必 有 贝 芍 里 概 型 . 以 二 航 首 演 打 
开门 的 等 待 时 前 ， 尼 服 共 了 = 0.1 的 玫 何 分 布 ， 于 是 所 沙 概 褒 


| 


P{E)= PIE < 31 = 9g9(1:0.1) + 9g(2:0.1) + g(3;0.1) = 0.271. 
2) 不 也 同情 形 不 再 是 独立 重复 试验 ， 适 用 市 典 概 型 ， 样 访 点 总 
10 _ 9 
数 12) 一 ( 3 ) 只 nn{E) = (,}: 训 


PIEY=1- P(E)S 1 全 二 = 0.3. 


这 个 简单 的 酌 子 青 次 说明 , 正确 地 判断 面临 的 其 体 问 题 适用 何 种 
概 型 ， 是 解决 问题 的 前 提 . 
2.2.4 巴 斯 卡 分 布 


考虑 可 列 草 贝 芍 里 试验 中 第 ”次 人 >1) 成功 的 等 待 时 间 5 易 


{6 = 二} = {前 一 1 次 试验 恰 有 7? 一 1 次 成 功 晶 第 上 次 成 功 } 
由 (2.17 与 12.21 式 可 得 
P 人 = 有 = P{ 注 一 1 次 中 恰 成 功 r 一 1 次 } . P{ 第 次 成 功 ! 


A—1 
=b(r ~ 1k—1,p):p= ( jp ~ 
站 四 


1 
一 般 地 ， 对 TT 1,p9>0,p+9 二 1, 今 
一 1 PR 上 上 了 
fr 可 一 人 PE (2.6) 


fr fr p>0 有 HL 


Denn) = (re 


起 二 


~ rr 十 一 1 . 
一 六 一 工 
可 见 歼 到 {了 (EE;7,P)} 可 以 成 为 是 离散 型 分 布 的 密度 . 称 作 葡 数 为 六 六 
的 巴 斯 卡 分 布 ; 或 称 为 负 二 项 分 布 . 
由 {3.4) 蕊 定 关 的 几何 分 布 是 7 = 1 时 巨 斯 卡 分 布 的 特 便 ， 有 即 
g(tk;p) 二 fk;1,pi. 曙 - 一 方面 ， 如 记 二 雄二 一 丰 n> 1). 
则 随机 变量 7, 是 第 一 1 深 成 功 到 第 这 成 功 的 站 同时 加 .显然 全 


不 二 十 T2 和 十 十 工 . {2.7) 


以 语 我 们 将 看 到 ， 元 ,Ta 是 7? 个 相互 独 广 的 随机 灾 量 ,而 且 得 
个 元 均 服 从 几何 分 布 ， 
下 看 是 应用 巴 斯 卡 分 布 的 两 个 著 各 的 例题 


例 2.5 巴 拿 硅 次 此 问题 某 大 口 灌 中 有 两 合 火 柴 ， 开始 了 时 得 多 各 
羔 n 根 ， 每 次 他 从 纪 久 中 任 取 - 盒 合 用 其 中 一 根 火 柴 、 求 此 大 移出 
一 盒 发 现 己 空 ， 而 另 -人 竟 尚 余 7 根 的 概 尝 . 


解 : 记 卫 二 { 掏 出 甲 盒 己 空 而 乙 盒 尚 处 7 根 1. 由 对 称 性 可 知 所 
求 概率 为 2P(E)}. 我 们 以 取出 甲 盒 为 成 功 `. 这 是 一 个 p= 1/2 的 
名 立 重 复 贝 努 里 试验 , 而 豆 =1{ 第 +1 深 成 功 发 后 在 第 2n -rr+1 
次 试验 }. 故 所 求 概率 为 


2577 一 
2P{E) = 2f(2n 一 7 十 二 二 十 1 二 二 ( " ") 97 一 2n 


2 全 


例 2.6 分 赌注 问题 在 可 列 重 贝 努 里 试验 中 ， 求 事件 五 = {n 次 
成 蕊 发 生 在 7 次 失 敌 之 前 } 的 概率 ， 


解 : 记 五 二 {第 深 成 功 发 牛 在 第 次 试 恰 上 则 有 
Ia 
E= () A, 


hn 


日 右 方 诸 发 是 两 两 不 相 穴 约 ， 故 所 求 概 闵 


了 一 上 .一 二 1 十 位 一 上 所 一 1 一 ] 
k 1 TE — re 
ME)= 2 三 (一 2, fk: np)= > 0 一- 1) 0 


一 1 k= kT 
(2.8) 


这 个 例子 起 源 于 概率 沦 历 史上 车 促 的 “分 峡 注 问题 ".1654 年 ， 当 
时 的 职业 赌 徒 德 梅 盏 国士 癌 法 同 大 数学 家 巴 斯 卡 提出 如 下 问题 ; 甲乙 
一 人 各 下 赌注 旨 元 , 商 趾 先 著 三 局 肖 启 得 全 部 贱 爹 . 假定 在 入 … 局 中 
二 人 获胜 机 会 相等 ， 旧 各 局 胜 负 相 互 独 立 ， 如 柴 当 甲 胜 一 局 而 乙 尚 森 
获胜 时 赠 博 被 志 中 业 ， 洒 赌注 应 汉江 么 分 ? 

为 解决 这 个 问题 ,， 巴 斯 卡 与 当时 声望 很 高 的 数 党 家 费 水 马 建 立 了 
通信 和 联系. 他们 的 时 有 成 效 的 讨论 ,不仅 完满 回答 了 分 赌注 问题 ， 而 
且 为 解决 其 它 布 闫 概率 问题 措 起 了 框架 ， 同 时， 他 们 二 大 的 联系 ， 吸 
引 了 不 少数 学 家 参加 相关 的 讨论 , 激发 了 欧洲 的 数学 家 对 概率 论 的 兴 
孝 ， 从 而 极 大 地 促进 了 概 崇 论 的 建立 与 发 展 . 正 册 为 如 此 ， 这 个 侦 题 
在 概 染 论 内 史上 占有 荣 淮 的 地 位 . 

已 斯 卡 令 人 人 信服 地 指出 , 赌 金 的 分 法 应 当 取 决 于 车 赌博 能 持续 下 
太 中 与 乙 各 日 获胜 的 概率 ， 吻 见 ， 围 将 赢得 全 部 赠 注 的 机 索 ， 就 是 在 ， 
了 三 9.5 的 可 列 重 贝 八 里 试验 中 ，2 次 成 功 在 3 次 失败 之 前 出 现 的 概 
率 ， 用 人 2.8) 式 的 结果 可 算得 此 概率 为 11716， 面 乙 将 赢得 全 部 赌注 
的 概率 为 5/16. 因此 ， 总 额 为 24 的 赌注 应 按 11 : 5 的 比例 分 给 甲乙 
二 人 . 


2.2.5 习题 


1. 向 日 标 进 行 20 次 独立 的 射击 ， 假 定 拇 次 命中 率 均 为 0.2, 试 
求 !i 合 少 命中 1 次 的 概率 12) 至 多 命中 2 次 的 概率 ， (31 最 可 
能 命中 次 数 . 


.83 . 


2. 同时 捞 两 核 蜗 乞 ， 直 到 某 个 骨 子 出 现 6 点 为 十 ， 求 恰好 皂 
次 的 概 准 . 

3 惰 公 司 经 理 拟 将 -提案 交 草 事 代 表 会 批准 ， 规 定 如 握 案 张 多 
数 代 坦 鱼 成 则 道 过 . 经 再 个 放 务 代表 对 此 提案 投 糙 成 标的 概 这 为 0.6， 
且 符 红 表 投 荣 情况 相 吉 独立 .为 以 较 太 概 座 遂 过 提案 ， 试 问 经 理 洁 3 
凶 草 事 代 怀 好 还 症 请 5 人 名 好 ? 

4 求 n 里 风 副 电 斌 验 中 成 动 偶数 光 的 娄 准 忆 ,. 

5 让， 乙 一 队 比 闭 篮 球 .、 假定 得 ~… 场 由 己 队 获 肚 的 概 庚 分 别 为 
06 与 0.4, 且 各 场 胜 仙 独 里 如果 项 十 先 肝 二 声 省 入 冠军 ， 求 由 队 经 
i 场 (i 一 4,5,6,7) 比赛 笛 成 为 冠军 的 概 床 p. 再 丫 尺 “三 场 黄 胜 ” 制 
相 比 较 ， 采 用 峙 和 神 赛制 甲 队 最 终 夺 得 冠 衬 的 概 术 较 小 ? 

6. 在 巴 辣 赫 火 此 问题 中 ， 求 当 从 其 盒 中 取出 最 后 一 根 时 ， 邓 一 
盒 尚 涩 了 了 根 的 概 赃 ， 

7. 在 可 列 重 忠 奴 蝶 试 驻 中 ， 久 总 形 第 ;次 成 功 的 等 待 时 间 ， 求 
证 & 一 外 与 所 有 相同 的 概率 分 而 . 

8. 广义 贝 努 里 试验 个 定 一 试验 在 了 个 可 能 结果 由 ,和 4.， 并 
且 

中 [4 让 一 天 人 0 Pi 十 :pn 一 上 | 


现 将 此 试验 独立 地 重复 nn 深 , 求 由 怡 诈 现 二 次 ， i 恰 册 现 大 
次 ff; 疡 0, 十 十 二 RR】 的 要 党 ， 

9. 统 上 题 ， 在 可 刚 重 /” 义 贝 禹 竺 试验 中 ， 求 4 在 4 之 前 出 时 
的 概率 《天方 


23 普 阿 松 分 布 
2.3.1 ” 普 阿 松 定 理 


普 阿 松 分 布 是 概率 论 中 一 种 重要 的 馏 散 型 分 布 , 它 在 理 沦 和 实践 
中 都 有 广泛 的 应 用 ,下 面 将 从 两 个 林 同 的 角度 引进 这 一 分 布 ， 并 初步 
讨论 它 的 性 质 ， 先 从 二 项 分 布 的 近 拟 计算 说 虑 . 


， 久 4 . 


在 上 节 例 2.3 中 我 们 已 经 看 到 ， 当 参数 疾 较 大 时 ， 有 天 二 项 分 
布 b(K;n,p) 的 计算 较为 胀 糯 ， 痊 阿 松 统 出 的 如 下 定理 提供 了 计算 一 
项 概率 前 -种 近似 方法 . 


定理 3.1 设 和 有 有 - : 列 二 硕 分 布 {R3ima:pnol: 其 参数 列 fp,} 满 由 


ln mpy = A > 0, i3.1) 
则 对 伍 何 非 倪 整数 二 有 
A 
lim PAF: ni,pn} = re (3.2) 


证 阴 : 十 接 计算 可 得 
rl 


玉 出 
Rl(n ~ kK)! 】 


b(k; n, pb,) = pr (1 ~— p, 


! ] 2 k “|] 一 户 Hi 计 
= a pn) rap 和 人 ~ pn)". 


周 定 大 之 0 令 二 o6, 上 起 右 方 除 最 后 两 个 因子 外 ， 其 余 各 合 风 的 
几 学 均 赵 于 工 让 (fnpa 太 一 公祭 下 的 只 要 理 证 


lim {1 pn} 二 


立 艾 从 需 证 明 序 列 {1 一 p27" 与 {和 一 和 A100"} 有 共同 的 极 队 .因为 
nr 充分 类 时 布 11 一 po | 和 1 及 | 11- 所 1 运用 Jo<1 且 记过 1 
时 的 初等 不 等 不 Ta 一 上 | 大半 | 一 上 | 并 利用 (3.1) 起 便 得 到 


| 和 一 可 六 Ap 一 人 一 An 


= | mp 一 和 [一 0 


圣 此 定理 得 证 . 
有 了 普 陪 松 定理 ， 当 nr 很 大 而 且 p 很 小 时 ， 可 以 用 近似 公式 


b{k; .np} 们 Cp) em (3.3} 


当然 ，mm 越 大 误差 越 小 ， 同 时 ， 为 了 适应 (3.1) 耻 的 需要 ， 我 们 要 求 
p 很 小 ， 以 保持 乘积 mp 有 适度 的 大 小 . 
对 参数 入 > 0, 记 


上 
p(k; A) = te, k= 人 0,1,2,.... (3.4) 


易 见 p(k 和 >0 目 p(k 入) = Fk e-* 一 ere-* 二 1. 即 数 
站 一 :站 站 王 门 


列 {p(k; 入 )} 可 成 为 离散 型 分 布 的 密度 ， 将 它 称 作 以 》 为 参数 的 兽 阿 
松 分 布 . p(k; 入) 的 数值 有 现成 的 表 可 以 查 到 { 参 见 本 书 末 附 表 ID 

回 到 上 节 例 2.3 的 (3). 全 车 间 需 维修 的 机 床 数 上 服从 Bk; 200， 
0.01) 分布. 运用 (3.3) 式 ,可 按 服从 入 二 200x 0.01 一 2 的 普 阿 松 
分 布 计算 ， 查 表 可 得 * = 5 时 不 能 及 时 维修 的 概率 


P{é > 5} = >_plk;2) = 0.0166, 
下 三 避 
就 是 说 ， 安 排 5 名 准 收 工人 ， 便 可 以 使 不 能 及 时 维修 的 概率 在 0.02 
之 下 .车 用 二 现 分 布 直接 计算 ， 则 有 


瑟 
P{€>5}=1—- 区 Ri200,.0.01) = 0.0160. 

上 二 咒 

所 得 结果 相差 甚 微 ， 绪 论 仍 然 是 需要 5 名 维 收工 人 便 可 达到 葛 求 . 
在 应 用 概率 论 中 ， 诸 如 服务 系统 中 对 服务 的 呼 吃 数 ,产品 的 缺陷 

(如 布匹 上 的 辛 点 ] 数 ， 一 定时 期 内 出 现 的 稀有 事件 {如 意外 事故 ， 灾 
害 等 } 个 数 ， 放 射 性 物质 发 射出 的 粒子 数 等 等 都 以 普 阿 检 分 布 为 其 概 
率 模 型 . 这 是 因为 ， 上 述 例 子 本 来 就 是 n 大 P 小 的 二 项 分 布 ， 以 服 
务 系 统 中 的 呼唤 数 为 例 ， 服 务 设 施 的 用 户 m 很 大 ， 每 个 用 户 在 指定 
时 间 内 使 用 这 个 设施 的 概率 P 其 小, 而 且 各 用 户 使 用 情况 又 独立 . 于 
是 ， 对 此 服务 设施 前 呼唤 数 应 是 于 大 了 小 的 二 项 分 布 ， 用 善 阿 松 定 
理 ， 可 近似 认为 服从 入 = "的 普 阿 松 分 布 ， 上 述 应 用 例子 表明 ， 普 
阿 松 分 布 广泛 存在 于 社会 生活 的 许多 方面 , 它 在 运筹 学 及 管理 科学 中 
占有 突出 的 地 位 . 


.站 . 


关于 放射 烷 子 数 服 从 背 阿 松 分 布 , 卢 琶 福 的 著名 的 实验 提供 了 了 很 
好 的 运 明 . 近代 物理 学 家 户 登 福 等 人 利用 他 们 设计 的 云雾 宰 对 故 射 性 
物质 镭 所 发 射出 的 a 粽子 进行 计数 ， 他 们 记录 下 符 个 长 7.5 秒 的 时 
了 医 风 观测 色 的 a 粽子 的 个 数 ， 共 计 现 测 了 于 一 2608 个 寻 段 ， 其 中 记 
录 下 上 个 粒子 的 时 段 的 频数 为 vx. 男 一 方面 ， 这 2608 个 时 段 共 记 录 
到 10097 个 @ 粒子， 平均 等 个 长 75 秒 的 时 段 记 录 3.87 个 焙 子 ， 以 
此 作为 A 的 佑 计 秆 【这样 傲 的 理由 将 在 下 章 说 明 ), 就 是 说 ， 认 为 鲜 
个 时 段 旗 射 a 蒿 子 数 服从 pt8;3.87) 分 布 . 握 此 ， 对 不 向 的 天 算出 记 
录 处 个 粒子 的 时 段 的 理论 频数 n .pfk: 3.871. 下 3.1 于 腿 地 列 出 频数 
的 实验 观测 值 与 理论 倩 ， 可 匈 它们 非常 接近 . 这 就 说 明 以 普 阿 松 分 布 
作为 放射 粒子 数 的 概率 懂 型 是 合适 的 . 


表 3.1 卢 喉 禄 实验 什 与 理论 值 对 上 照 
npik:3.87) 
54.399 
210.523 
407.361 
525 .9 
508.418 
408 393.515 
273 253.817 
140.323 
G7.RS2 
29.180 
17.076 
2608.001 
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2.3.2 ” 普 阿 松 分 布 的 性 质 


背 阿 松 分 在 的 密度 信 p(k: 和 A) 随 关 的 变化 情况 与 二 项 分 布 类 似 , 
注 度 比值 


.87 . 


下 ; 太 Te A , 
i k>1. (3.5) 
当下 过 入 时 有 PR 一 J; 过 PEE: 入), 调 当天 守 A plE-1:2) > plk; A). 
因此 , 随 着 由 小 变 大 ,PER;A) 的 信 先 .| 升 后 下 妖 ，ptK; 在 m4 二 [和 
处 计 最 大 值 ， 当 入 为 币 娄 时， pi 和 作 7?2 二 入 及 一 1 丸 达 到 其 

最 大 值 . 这 个 mr 称 必 普 阿 办 分 布 的 最 可 能 值 . 

我 们 指出 ， (3.8) 式 也 是 普 呵 松 分 布 的 充分 条 件 ， 其 证 靶 留 作 习 

题 . 下 向 络 合 放射 粒子 数 的 例 ， 介 销 普 阿 松 分 布 的 一 个 重 旺 性 质 . 


例 3.1 普 阿 检 分 布 在 随机 选择 下 不 变 假 洲 -上 由 放射 性 物质 在 
单位 时 间 内 发 射出 的 e 炉子 数 拓 服 关 参数 为 和 的 普 阿 松 分 布 ， 而 每 
个 放射 出 的 a 粒子 被 记录 下 来 的 概率 均 为 p, 屿 是 说 有 有 (1 一 pp) 的 概 
这 被 计数 器 遗 淖 ， 如 里 各 粒子 起 否 被 记录 相 半 独立 ， 试 求 记录 下 的 吉 
粒子 数 吕 的 分 布 . 


解 ， 以 事件 {€ = nw} = 0,1,2,.… 为 分 戎 用 信 概 公 汪 可 得 ， 对 
非 负 整数 玉 和 有 


Py=R}= > 己任 一 人 Pi 天 = 


六 二 遇 





让 二 点 凡 一 硅 
Mg 1 上 1 hk 
2 mI OpY = 3 Dp ee. 


于 是 ， 记 录 下 的 a 入 子 数 有 人 仍 服从 普 阿 松 介 布 ， 只 是 其 参数 为 
AP, 比 & 的 参数 开 应 地 多 了 一 个 折扣 因子 p.“ - 艇 的 普 阿 拱 分 布 部 上 
曾 这 种 随机 选择 不 变性 . 
2.3.3 ” 普 阿 松 过 程 

本 市 介绍 半 阿 松 分 布 的 机 制 , 从 而 从 另 一 角度 引进 着 隔 松 分 布 . 


,RB . 


™ 


假定 有 一 个 下 随机 时 刻 陆续 到 米 的 质点 流 ， 这 里 的 “质点 ”可 以 
是 而 面 例子 中 提 到 的 呼唤 ， 意 外 事 点 虞 & 粒子 等 “于 随机 时 同上 贡 
疆 到 达 基 指 质 眠 一 个 一 个 地 到 达 , 但 上 不 点 到 达 的 时 间 间 隔 玫 是 秆 机 
变 昌 ， 对 任何 二 之 0, 以 总 代表 在 加 , 志 时 段 内 到 大 的 质点 个 数 ， 每 
个 总 胡 是 英 负 整 值 随机 变量 . 下 面 我 们 将 证 明 ， 添 加 一 组 遂 常 的 假 
设 ， {5x,1 之 0} 是 所 谓 的 普 阿 松 过 程 . 


定理 3.2 假定 于 随机 时 间 陆 续 到 达 的 质点 流 满 足以 下 各 条 件 : 

天 独立 增 量 性 在 和 不 相 父 时 段 内 到 达 的 质点 数 日 相互 独立 ， 即 对 
任何 0 之 to < ts <t4; 任何 记 ,Rs 人 0 事 位 Te 一 二 = 各] 与 
{ 一 总 一 中] 相互 独立 ， 

2 平稳 性 在 长 为 上 的 时 段 [4,a 寺 村 内 到 达 大 个 质点 的 概论 ， 只 
与 计时 长 度 t 有 关 而 与 计时 起 点 4 无 美 . 于 是 可 记 


ft) 一 Pléa Ht 一 一 k}. {3.6} 

3 普通 性 在 有 限 的 时 间 区 癌 内 只 来 有 限 个 质点 ， 即 对 任 主 > 0 

有 > Pelt) =1. 并 且 在 和 分 舌 的 时 间 内 最 多 只 来 “个 质点 ， 即 候 

设 多 于 一 个 质点 到 达 的 概率 并 己 伯 = o(tj， 并 排除 总 也 不 来 质点 
颇 一 全 


这 种 无 意 基 的 情形 ， 即 假定 (tt) 不 恒 等 于 1. 
那么 ， 必 存在 常数 入 > 0, 使 对 一 切记 >0 布 


MIF 
Dr (t) 一 et, 
证 明 : 对 任何 t,At > 0 考察 有 友人 + 生疏、 运用 全 概率 公式 及 独 
立 增 量 性 1? 可 得 





k= 0,1,2,.... (3.7) 


此 
Plt + A= > 有 if)PIAb， ko0. (3.8) 


+ 二) 
特别 衣 二 0 时， 上 栋 化 为 
Pt + At) = PIP,(AtY. (3.9) 


， . 


由 于 本 的 是 和 .4) 时 段 内 无 质点 到 达 的 概 府 ， 它 关于 t 单调 非 增 
蚊 作 为 函数 方程 (3. 负 的 有 界 单 调解 { 参 见 本 节 习 题 8}， 存 在 常数 
aD<a<tl 售 
Pltj=a’, +t>0. 
世 是 4 二 0 或 1 导致 (+t) 本 为 0 或 为 1, 这 与 3 矛盾. 故 存 在 常数 
入 > 人 使 =e ,从 而 有 
Plti=e tt tt>0. (3.10) 
这 正 是 上 = 二 0 时 的 (3.7) 式 . 
以 下 用 归纳 法 , 设 一 1) 时 (3.7) 式 为 真 ， 往 证 六 时 (3.7) 式 成 
YY 当 At 很 小 时 ， 用 普通 性 3 知 
上 Co 
OY _ PARA < Y P(A = ofAt), 
二 + 二 人 2 
于 基 Pt 十 At) 的 表达 式 (3.8) 可 写 为 
Pt + A = DDDPAD + Bt DP (AL) + ol Ait). {3.11) 
但 由 已 证 明 的 (3.10) 式 有 
PAt) = 1— AM+ olAt). 
从 而 再 用 普通 性 3? 知 
P(At) =1— P(At} — Y P(At) = MAt+ olAt). 
一 全 


将 上 述 二 式 代 入 {3.11) 成 便 得 


cP + 人 一 P| AR) = AP 1 + oll), 
令 At 一 0, 并 据 归 纳 法 假设 将 (kk 一 1) 时 的 (3.7) 式 代入 ， 就 得 到 
(tt) 满足 的 一 阶 微 从 方程 

kl! 


ee 
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联合 明显 的 初 值 条 件 Pi(0) = 0 (注意 这 虫 玉 > 1), 便 得 方程 (3.12) 
的 解 为 ik 
t 

Ptt) 一 C0) [型 人 At 

定理 于 是 得 证 . 
满足 此 定理 诸 条 和 件 的 质点 流 的 计数 过 程 {8&1,t 之 0} 称 作 强度 为 

入 的 普 阿 松 过 程 , 由 (3.6) 及 {3.7) 式 训 知 ， 任 鞋 > 站 随机 变量 总 服 
从 普 阿 松 分 布 

站 
et 





P{é: = k} = k=0,1,2,..., (3.13) - 


对 疹 阿 松 过 程 的 进一步 研究 ， 是 殖 机 过 程 论 的 重要 为 容 . 


2.3.4 习题 


1. 假定 :本 500 页 的 省 总 共有 590 个 异 学 ， 每 个 错字 等 可 能 地 
出 现在 每 一 页 上 .- 试用 普 阿 松 近 似 计算 指定 -- 页 上 有 有 至 少 3 个 错字 

2. 假定 嵘 丝 钉 的 废品 率 p 一 0.015, 问 一 盒 频 当 装 多少 只 才能 保 
证 每 盒 中 正品 在 100 只 以 上 的 概率 不 小 于 80 铝 ? 

3. 据 以 往 的 记录 , 某 南 店 每 月 出 售 的 电视 机 台数 服从 参数 = 了 
的 普 阿 松 分 布 ， 问 月 初 应 库存 多 少 台 电视 机 ， 才 能 以 0.999 的 概率 保 
证 满足 岗 客 对 电视 机 的 需求 ? 

4. 保险 公司 的 资料 表明 ， 持 菜 种 人 人 春 保险 单 的 人 在 保险 期 内 死 
亡 的 概率 为 0.005. 现 售 出 这 种 保险 单 1200 份 ， 求 保险 公司 至 少 赔 付 
10 份 的 概率 . 

5， 假定 每 小 时 进入 某 商 店 的 顾 窒 数 服 从 A = 二 200 的 普 阿 松 分 
布 ， 而 进来 的 顾客 将 购买 商品 的 概率 均 为 0.05, 是 各 顾客 是 否 购 物 相 
妃 独 立 . 求 在 工 小 时 中 人 至少 有 8 位 显 客 在 此 商店 中 购物 的 概率 . 

6. 设 人 工 笑 找 台 每 小 时 收 到 的 电话 呼唤 是 强度 入 = 60 的 普 阿 
松 过 程 ， 求 接线 员 离 开 30 秒 而 未 吏 误 工作 的 概率 . 


7. 通过 一 交叉 路 口 的 汽车 流 可 看 作 一 个 普 阿 松 过 程 . 如果 1 分 
钟 内 温 有 汽车 道 过 的 报 率 为 0.02, 求 2 分 钟 内 有 多 于 1 辆 汽车 通过 
的 概 凌 . 

站， 这 证 明 ， 转 数 方 程 


fir+y) = Fe)f(y) 


的 单调 (或 连续 ) 解 必 为 指数 师 数 . 
9， 试 证 ， 如 果 非 负 加 值 岗 获 型 分 布 的 密度 {pk, = 0,1,…} 满 
是 条 件 


Px 入 
一 -一 一 一 ， kh>1. 
PER--1 下 
其 中 策 数 入 二 0, 则 此 分 布 是 以 A 为 佑 数 的 普 阿 松 分 布 . 


2.4 重要 的 连续 性 分 布 
2.4.1 均匀 分 布 


如 前 所 述 , 几何 概 型 中 的 样本 点 是 在 其 样本 空间 中 均 寻 分 布 的 . 
本 节 先 就 一 维 情形 阐述 它 的 严格 定义 . 同 忆 本 章 开 头 引入 随机 变量 概 
念 的 例 1.2, 其 人 一 觉醒 来 的 时 刻 & 是 取 值 于 区 间 (0, 60) 的 随机 变 
量 ， 此 & 的 概率 分 布 具 有 如 下 特点 : 上 取 慎 于 全 二 {0,60) 的 任何 波 
害 和 不 子 集 4 的 概率 ， 只 有 4 的 勒 风格 测度 成 正 纪 ， 市 与 4 的 形状 ， 
位 置 无 关 . 专 取 值 的 这 种 等 可 能 性 ， 表 现在 其 密度 函数 pfz) 在 区 间 
(0.60) 上 取 常 数值 1460, 而 在 区 间 (0,60) 之 外 为 0. 


定义 4.1 任 给 定 参数 < 5 函数 





”plz) = Ma<z<b (4.1) 


满足 (1.20) 式 中 的 两 个 条 件 ， 称 以 (4.1) 式 中 p(z) 为 密度 函数 的 连 
续 型 分 布 为 区 间 (a,8) 上 的 均匀 分 布 , 记 作 5(a,b) 


品 见 ， La, 划分 布 的 分 布 函数 为 


i fr 
F{z) = [4.2) 


1, 了 站 

运用 (4.2) 式 可 知 ， 如 果 二 服从 1fa ,划分 布 ， 则 对 竺 何 吕 苹 工 二 
YH 有 
一 素 
ba 
这 表明 《上 落 入 (&, 怒 的 任何 子 区 间 (x, 四 内 的 概率 具 与 yy 一 xz 有关. 
可 以 证 明 ， 这 个 性 质 刻 画 了 均匀 分 布 ， 就 是 说 ， 其 条 这 : -性 质 的 随机 
变量 必 有 均匀 分 布 ， 其 证 骨 留 作 习 题 . 

图 4.1 画册 了 均 旬 分 布 的 密度 与 分 布 水 数 的 图 形 . 





Plr < < = FW Fx) = 


Pee 





图 4.1 均匀 分 布 拘 密度 时 分 而 类 笋 

在 应 用 中 ， 定 点 计算 的 傅 入 误差 被 认为 是 均 介 分 布 随 机 变量 假 
定 运算 中 的 数据 只 保 禄 小 数 点 后 5 位 ， 第 8 位 四 人 铭 五 入 .那么 每 次 
运算 的 舍 入 误差 = 服从 UU( 一 0.5 x 10 一 ,0.5x 10-”} 分 布 ， 再 者 ， 假 
定 班 车 每 也 a 分 钟 发 出 一: 辆 ， 出 于 乘客 不 了 解 时 刻 袁 ,他 到 达 车 站 的 
时 间 是 任意 的 【具有 有 等 可 能 性 ), 点 可 以 认为 候 午 时 间 是 区 间 (0,a) 上 
的 均 习 分 布 . 
2.4.2 正 态 分 布 

对 参数 @ 与 扣 > 0, 令 

1 _ le) 


Ya (TZ) 一 一 rr (4.3) 


Cw32T 
我 们 内 证 明 这 它 是 连续 型 的 密度 函数 . 


定理 4.1 由 (4.3) 式 给 中 的 pantz) 满足 密度 函数 的 条 件 (1.20) 
式 ， 


证 阴 : wp。 人 >0 显然 ,下 计算 定 积分 I = ™ oe 号 st) dx. 注 
意 wo,al?) 的 原油 数 不 是 初等 晴 数 ， 政 不 能 用 微 积分 基本 公式 计算 工 . 
现 转 而 考察 2， 将 累 次 积分 化 尖 二 重 积分 并 将 积分 变量 和夫 换 为 极 坐 
标 便 可 得 到 


十 2 2 + , 
12 = -和 ea 
VY 

DC 一 2 


J 
ee 十 co 
1 fs 十 过 
-| | ~ ei dsdt 
oo dx AT 
1 2 十 oo 
=- 云 上 2 | e-" /2r dr =1. 
2 下 .站 站 


由 此 及 了 >0 得 证 了 = 1. 定理 证 毕 . 








定义 42 以 (43) 或 的 wacfz) 作 密度 两 数 的 连续 型 分 布 称 作 参 
数 为 oa? 的 正 态 分 布 , 记 作 N(a,o?). 特别 地 ， 称 Wi0,11 为 标准 正 
态 分 布 , 并 简写 的 日 ， (区 ) 为 {Tr). 正 访 分 布 鼠 称 为 高 描 分 亦 . 








图 4.2 正 态 分 布 的 密 乱 曲线 


. 人 4 . 


图 4.2 闸 册 了 不 同 参 数 的 正太 分 布 密度 了 摧 数 的 图 睁 ,由 图 不 礁 看 
到 ， 由 好 .3) 式 给 出 的 N(a,o?) 密度 哨 数 有 如 下 性 质 : 
1” 此 分 布 关 于 参数 a 对 称 ， 邮 有 


Pa ZT) = 号 mr (全 十 了 7)， 性 全 并. 


特别 ， ND,1) 窗 度 Pi) 为 偶 滁 数 . 称 & 为 此 分 布 的 位 置 参数 . 

2” yuolz) 在 x 二 4 村 取 到 最 大 人 入 1/(ov27)， 注意 到 密度 曲线 
下 的 面积 记 保 持 等 于 1, 并且 它 人 村 的 值 友 了 上 了 此 分 布 的 取信 x 附 
近 的 概 党 大 小 .于 是 ，e 越 小 ， 密 虔 的 曲线 越 大 陵 ， 此 分 布 取信 越 集 
中 ;og 越 人 ， 密 度 曲 线 越 平缓 ， 此 分 布 取 俏 越 分 散 ， 通常 称 e 为 正 
态 分 布 的 形状 参数 

正 态 耸 布 的 分 布 因 数 为 








下 .ofz) 一 f - 交 人 2 dt, (4.4) 
oc TW 2 

柠 和 列 地 ， 标 准 正 访 分 布 的 分 布 函 数 简 记 为 更 (m 四 一 般 正 态 分 布 的 分 

布 冰 数 和 on 可 以 通过 下 {x) 表 出 , 事实 上 将 (4.4) 式 右 方 积分 作 变 重 

蔡 挽 芋 二 全 一 qa)jg 即 可 得 齐 ， 


Zz—a ， 

Bar lt) = 下 (一 一 (4.5, 

据 此 ， 可 将 不 辐 > 对 应 的 标准 下 态 分 布 冰 数 @{x) 的 值 制 成 数值 表 
( 见 书 永 附 表 ID, 利用 {4.5) 不 便 可 以 得 到 各 种 参数 正 态 分 布 丽 数 


加 ,olz) 的 值 ， 又 据 上 述 性 质 1? 知 亚 ( 一 2) = 1 一 至 (z)、 故 只 需 对 正 
数 z 列 册 相应 的 更 (z) 数值 表 就 够 用 了 了 . 


例 4.1 37 原 则 设 随机 变量 EE 服从 NN(a,o?) 分 布 , 求 P{lE 一 a| < 
30}. 
解 : 
Pllt —al < 30} = Pf{a~ 30 <E<a+3o} 


= Basta — 30) ~ aorta — $9) = B(3) — (3) = 2(3) 一 1, 


井下 得 下 (3) = 0.9987, 代入 即 得 所 求 概率 
P{lé ~ al < 30} = 0.9974. 


我 们 指出 ， 盟 然 Nia,o2) 的 密度 p(z) 恒 为 正 ， 即 攻取 信 于 中 十 全 
何 小 区 间 总 有 正 的 概率 . 但 根据 上 述 计 算 结 果 ， 应 用 中 通常 认为 只 
取 (a -30,a 十 39) 由 的 值 . 称 为 “3e 原则 ”. 使 用 这 -原则 所 引起 的 
人 秽 差 概率 还 不 到 下 分 之 三 。 

正 态 分布 是 最 重 蓝 的 连续 型 分 布 .实践 证 明 , 凡是 一 随机 现象 是 
省 许多 多 侧 然 因素 共同 作用 的 总 和 ， 各 齐 然 因素 所 起 的 作用 势 均 力 
釉 ， 没有 哪个 起 主导 作 月 . 姥 么 这 个 随机 现象 的 概率 寞 型 就 是 正 态 分 
布 , 这 一 经 蛤 主义 的 看 法 的 全 切合 义 及 严格 的 数学 证 明 称 为 中 心 极限 
定理 ， 我 们 将 在 第 四 章 详 加 介绍 

于 是 ， 可 以 看 作 {或 者 近似 地 看 作 ) 正 态 分 布 的 随机 变量 就 广泛 
存在 于 客观 世界 中 . 例如 , 产品 的 质量 指标 , 诸如 尺寸 , 含量 , 强度 , 者 
命 等 等 ， 都 可 以 认为 服从 正太 分布， 这 是 因为 ， 除 了 主导 因素 之 外 ， 
影响 产品 质量 指标 的 偶然 因素 非常 多 ， 例 如 诛 材 料 质 地 的 不 均匀 ， 加 
工时 电力 的 波 支 ， 生 产 者 心理 上 的 细微 变化 , 储存 方式 的 莽 异 等 等 
这 些 偶 然 因素 共同 作用 的 结果 ,使 得 产品 的 质量 指标 呈现 为 “两 头 小 
中 间 大 * 的 正 态 曲线 的 形状 ， 此 外 ， 正 态 分 布 在 误 莽 分 析 及 炮弹 弹 着 
点 的 分 布 等 方面 也 有 相当 成 功 的 应 用 . 


2.4.3 个 马 分布 


设 {E 之 0} 为 2.3.3 节 所 述 普 阿 松 过 程 . 已 经 得 到 总 服从 人 参 
数 为 硅 的 普 阿 松 分 布 . 现 对 白 然 数 >, 考虑 第 > 个 质点 的 到 达 时 间 
mr 当 上 >0 时 ， 它 的 分 布 匡 数 为 





FO) = Pr < = PE zr Oe 


万 ! 
点 一 
对 tt 求 导 便 得 到 其 密度 前 数 
° ， Oe 入 一 1 a nal 及 于 十 王 邯 友 _ a 
?0 = PD 2 “ A ° 


. 96 . 


三 
= rl et t > 0. 
一 Ti 


回忆 锦 马 函数 > 
LT'{r) = 上 ze” dr, 
0 


它 基 对 一 切 参 数 7 > 0 均 收 但 的 广 攻 积分， 特别 有 


Ln + 一 nT(n) = .= nl, 


1 二 +os _ 5 2 
"a)=/ > -vi Vv" 


于 是 ， 羡 阿 松 过 程 中 第 7 个 质点 到 达 时 间 wh 的 密度 消 数 可 写 为 


和 入" a 
Pz) 一 Fr) Te 一 了 > 0 (4.6) 


将 上 式 中 的 自然 数 > 推广 到 > 为 下 实数 情形 ， 易 证 p(x) 满足 (1.20) 
式 中 密度 断 数 的 两 个 条 件 


定义 4.3 称 以 (4.6) 式 中 p(x) 为 密度 隐 数 的 连续 型 分 布 为 徊 马 
分 布 , 其 参数 入 > 0，7 > 0. 记 作 TT(A,7). 


图 4.3 画 出 了 入 = 二 1 时 不 同 *+ 值 的 傣 马 分 布 罕 度 曲线 . 





图 4.3 Tt1,7) 密度 曲 六 
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与 可 列 重 从 沉 持 试验 中 第 7? 砍 成 功 等 竺 时 区 的 巴 新 卡 分 布 相 类 
似 ， 今 后 将 证 明 ， 服 头 下 中 分 布 的 莹 阿 检 过程 中 第 7 个 质点 到 这 
上 时间 7, 可 写 为 质点 到 达 时 间 问 卫 的 利 


Nr 二 古寺 让、 


其 中 


TT 二 nh TH lk 


话 六 有 相同 的 了 (和 ,1) 分布， 而 [上 AL) 分 布 也 有 相当 于 抽 努 里 场合 
中 几何 分 布 的 相应 性 质 ， 我们 将 在 下 节 帮 进一步 研究 ， 


2.4.4 指数 分 布 


定义 4.4 称 工 (AI1) 分 布 为 指数 分 布 . 其 密度 随 数 与 分 布 丙 数 分 
别 为 
plr) = Me ~", 了 > 0， {4.7) 


Flr)=1—e ’*”, rz»0. 


由 上 节 分 析 知 , 指数 分 布 是 普 阿 热 过 程 中 质点 到 达 时 间 癌 隔 的 分 
布 . 因此 ,在 应 用 中 常 把 它 作 为 某 些 等 竺 时 间 的 概率 分 布 . 例如 ， 电 
手 元 件 的 夺 傅 〈 即 毁坏 的 等 待 时 间 ), 排队 模型 中 的 服务 时 间 等 ， 都 可 
以 用 指数 分 布 作 为 概率 和 模型， 

指数 分 布 具 有 与 贝 努 里 场合 几何 分 布 相隔 的 无 记忆 性 ， 可 以 证 
明 , 到 非 负 实 值 的 随机 变 重 上 有 指数 分 布 ， 当 上 且 仅 当 它 是 无 记忆 的 : 


Pié»> s+i|é»>s} = Pt >+). 仁 意 sf > 0. {4.8) 


其 证 明 与 2.2.3 此 中 的 定理 2.1 类 似 ， 我 们 留 作 习题 ， 这 里 只 说 - -下 
(4.8) 上 式 的 含义 ， 假 定 某 种 产品 的 使 用 寿命 服从 指数 分 布 ， 那 么 ， 
(4.8) 式 表 明 ， 无 论 它 已 经 被 使 用 了 名 长 一 段 时 间 s, 只 要 还 没有 损 
坏 ， 它 能 再 使 用 -- 段 时 间 七 的 丢 率 与 -- 件 新 产品 能 使 用 到 时 间 上 的 概 
诸 一 样 . 就 是 说 ， 这 种 产品 将 “永远 年 青 ", 这 正好 说 明 以 指数 分 布 作 


,OB . 


为 寿命 分 布 是 有 答 陷 的 . 尽管 如 此 , 在 有 些 场合 人 们 还 是 愿意 采用 这 
种 易于 计算 的 分 布 作为 寿命 的 模型 ， 当然， 应 用 中 也 可 以 选用 正 态 分 
布 或 威 布尔 分 布 (参见 附 表 了) 作为 寿 售 分布 . 


例 4.2 假定 自动 取款 机 对 每 位 硫 客 的 服务 时 间 (单位 分钟} 服 
从 入 三 1/3 的 指数 分 布 ， 如果 有 一 顾客 恰好 在 你 前 头 走 到 空闲 的 取 
款 机 ， 求 你 (1) 至 少 等 乌 3 分钟 ， (2) 等 候 时 间 在 3 分 钟 至 6 分 镍 
之 间 的 概率 ， 如果 你 到 达 取 款 机 时 ， 正 有 一 各 明 客 使 用 着 收 蒜 机 ， 上 
述 园 率 又 是 和 多少? 


解 : 以 & 表示 你 前 面 这 位 顾客 所 用 服务 时 间 . Etz) 为 才 的 分 布 
盟 数 ， 则 所 求 概 率 

(1) P{€ > 3} =1- F(3) = er-l 一 0.368. 

(2) P{3 < £ <6}= F(6)— F{(3) = e-! — e-?— 0.233. 
如 果 你 到 达 时 取款 机 正在 为 一 各 顾客 服务 , 同时 没有 其 他 人 已 在 排队 
等 候 . 那么 由 指数 分 布 的 无 记忆 性 ， 取款 机 还 需 花 在 你 前 面 顾客 身上 
的 服务 时 间 ， 与 他 刚 到 取款 机 相同 ， 从 而 问题 的 答案 不 变 ， 


2.4.5 习题 


1. 设 志 服从 区 间 (0,5) 上 的 均 习 分 布 ， 求 二 次 方程 4z2 十 4z 十 
f 十 2 二 0 有 实 根 的 概率 . 

2, 假定 随机 变量 & 兵 取 区 间 (0,1) 中 的 值 ， 且 对 任何 0 < 苹 
VY 二 1, 落 在 子 区 间 (zz, 切 内 的 概率 仅 与 ¥ 一 x 有关. 求证 &€ 服从 区 
间 {0,1) 上 的 均匀 分 布 . 

3， 在 入 #4BC 内 任 取 一 点 屠 ( 二 维 几 何 概 型 ), 连结 4af 并 延 
长 ， 与 这 BC 相交 于 NW, 证明 点 六 的 坐标 在 线段 BC 构成 的 区 间 上 
人 分 布 ， 

4. 设 6 服 从 入 (3,4) 分 布 。 (1) 求 a 使 Pt >>a} = 2P{é < a}. 
(2) 求 8 使 P{E -3| < b} = 0.95. 

5. 在 正常 的 考试 中 ， 学 生 的 成 绩 应 当 服 从 入 (a,02) 分 布 ， 如 果 
规定 分 数 在 a 十 o 议 上 为 “优秀 ",& 至 a+a 之 间 为 “良好 "，, ea 一 可 
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至 a 之 间 为 “一 般 ” ,4 一 og 以 下 为 “ 较 差 ". 试 求 这 岂 个 等 级 的 学 生 各 
十 密 太 比例 ， 

6. 开 汽 车 从 城南 到 城北 火车 站 . 如果 穿 行 , 则 所 需 时 间 [单位 ; 
分 钟 ) 服从 N{50, 100) 分 布 。 苦 绕 行 ， 则 所 需 时 间 服 从 入 (60,16) 分 
布 ， 假定 现 有 {1) 65 分 钟 ， (2) 70 分 钟 可 用 ， 试 计算 是 穿行 还 是 
绕 行 好 些 ? 

7. 已 知 随机 变量 上 服从 标 蕉 正 态 分 布 ，7 了 = 上 < 或 一 上 视 上 和 1 
或 | 引 > 1 而 定 ， 求 1m 的 分 布 . 

8. 设 & 服从 参数 为 的 指数 分 布 ， 求 了 = 长 ] 的 分 布 . 

9, 证明 非 负 值 随 机 变量 有 指数 分 布 的 充分 必要 条 件 是 它 有 充 记 
忆 性 (4.8) 式 . 

10. 假定 一 机 类 的 检修 时 间 {单位 :， 小时) 是 以 入 二 1/2 为 参数 
的 指数 分 布 ， 试 求 [1) 检修 时 间 超 过 2 小 时 的 概率 ; (2) 车 已 经 修理 
4 个 小 时 ， 求 总 共 要 至 少 5 个 小 时 才 会 修好 的 概率 . 


2.5 多 维 概 率 分 布 

2.5.1 随机 向 量 

有 些 随 机 试验 的 结果 是 多 个 随机 变量 . 例如 天 气 预报 ， 木 仅 要 项 
报 某 地 某 日 的 最 喜气 温 ， 还 有 最 低 气 温 ， 这 就 是 两 个 随机 变量 了 .如 
果 还 要 现 报 风 力 ， 湿度， 降水 量 等 ， 那么 这 个 随机 试验 的 结果 就 是 多 
个 随机 变量 . 由 于 这 些 随机 变量 共处 于 同一 随机 试验 之 中 , 它 科 是 相 
互联 系 的 ， 因 此 只 进行 过 个 研究 是 和 不够 的 ， 而 必须 从 整体 上 ， 从 各 分 
量 的 相依 关系 上 加 雇 讨 论 ， 这 上 就 是 随机 向 量 . 

定义 5.1 设 (2, 开 ,请 ) 为 一 概 康 空间 ， 对 于 = 1 ,n, &i(w) 
为 其 上 随机 变量 ， 妈 


{wu : itiw) 万 Bi} EA 任 BB; Ee B, {5.1) 


则 称 Ew) = (9),…… ,4{w)) 为 这 个 概率 空间 上 的 随机 向 量 , 又 称 
作 n 维 随机 变量 . 
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n 维 随机 向 量 取 值 于 R", 它 是 一 维 直 线 只 二 (一 cc,+eo) 的 n 维 
简 卡 儿 乘 积 ， 其 上 波 需 尔 集 类 好 ”也 是 一 维 波 震 尔 集 类 吾 的 笛 卡 儿 
乘积 (参见 1.6.4 节 ), 即 8" 二 oo(P), 其 中 P 为 形 如 Bi x… x 8 的 
可 测 和 矩形 件 体 构成 的 类 ， 下 面 给 出 随机 向 量 定义 (5.1) 式 的 两 种 等 价 
形式 ， 


定理 5.1 {Q, 入,P) 上 m 维 向 量 值 孙 数 Ew) = (&1(w), 
én(w)) 为 随机 向 量 ， 当 且 仅 当 如 下 条 件 之 一 成 立 ， 

(1) {wu :tlw) ee BleF, 任 Be Br; bhfll (5.2) 

(2 {ew i Ew) < ra} EF. fx; ER. (5.3) 


和 证明: [5.1) 一 > (5.2) 

记 2= {8 CR :E(B) EA}, 易 证 £ 为 o 代数 ，(5.1) 式 表 明 
eIP={Bx. xB:BeBic=il,',n) 走 £ 20o(P) = Br. 
即 有 (5.2) 式 成 立 ， 

[5.2)—> (5.3) 

取 1(15.2) 中 加 = (一 90,21) x Xx (一 o0,zwn) € B87 即 得 ， 

(5.3)—(5.1) 

对 每 个 固定 的 i, 当 了 天 时 取 zi = rm 则 由 (5.3) 知 


开交 大， 
从 而 对 于 i 二 1 ,如 有 
{w :E(w) < ri} = (J bE, EF, 性 ”zx; EE 斩 , 


mt 二 1 


再 由 2.1.1 节 的 定理 1.2 知 对 一切 105.1) 式 成 立 ， 定 理 证 毕 . 

右 关 于 维 随机 向 量 的 讨论 ， 许 多 内 容 都 与 1 维 情形 相关 似 ， 我 
们 只 作 简 上 略 叙 述 ， 重点 放 在 多 维 情形 的 特异 之 处 ， 务 -- 方 面 ， 为 叙述 
简便 ， 下 面 仅 以 m= 2 维 为 例 ， 所 得 结 打 适用 于 高 维 随机 变量 ， 如 有 
例外 将 男 加 说 明 . 
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2.5.2 联合 分 布 

定 凡 5.2 设 从 7 为 人 大, 已) 上 玄机 向 量 ， 称 
为 全 ,大 的 上 括 合 分 布 酒 数 . 

如 下 定理 绽 出 联合 分 布 函 数 的 本 征 性 质 ， 

定理 5.2 站 (x,y) 有 性 质 

1” FI{Z,Y) 对 每 个 白 变 量 都 是 单调 非 降 芍 ; 

2? F(z,y) 对 每 个 自 变 量 都 是 堪 连续 的 ; 

lm Pod) = ln, Pn) = 1 ~ li P(e) =0 

4° Fz, Wy) 在 任 一 矩形 [a 如) x las,b2) 上 增 量 AF 非 负 ， 其 中 

AF = F(bi,ba) — Pla ba) — Fbisa2) + Fa, os)， 

证 明 : 只 第 证 二. 由 (5.4) 式 可 知 ， 仿 下 愉 为 (&,7) 茵 入 所 述 算 
形 中 的 概 这 Plail 六 和 < 有 ,aa 芝 9<< 62], 自然 是 非 负 的 ,证 毕 ， 

在 n= 1 维 情 形 . 分 布 疯 数 在 区 间 上 增 姑 非 负 是 性 质 1” 的 推 
论 ， 但 对 n 之 2 维 情形, 性质 4? 不 能 由 1°,2°?,3° 推出 ， 因 调 4° 是 凶 
维 分 布 函数 特有 的 性 质 ， 且 看 如 下 的 例 ， 


例 5.1 设 F(X 一 4 当 十 > 加 ; 二 0, 否则 .不 难 验 证 此 
F[xY,y) 有 性 质 1°,2°,3°, 但 在 由 中 取 281 二 a2 二 0, 圈 二 加 二 1, 则 有 


AF = F(,1) — F(0,1)— F(,0) +4 F(0,0= -1<0. 


也 可 从 另 一 角度 引进 联合 分 布 函数 F{z, 共 , 由 (5.2) 知 随机 向 量 
(9 是 (9 大 ,已 ) 到 要 空间 (RR?, 82) 中 的 可 测 变 换 ， 从 而 可 在 82 上 
引出 一 概率 测度 


F{B) = P{w :人 Eee € B), 任 BE€8*. (5.5) 
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称 此 下 为 (&,n) 的 联合 分 布 . 通过 (5.5) 式 可 用 腾 合 分 布 颈 回答 有 
关 ,nD) 的 任何 概率 问题 ， 和 特别， 联合 分 布 清 数 开 Ttz, 引 就 证 了 在 
B= 一 00;X) x (一 09,V) 上 的 值 . 

与 工 维 情形 类 似 ，15.5) 式 的 左 方 就 大 吾 上 关于 了 [z, 奶 的 勒 内 
格 一 斯 带 尔 吉 斯 积分 ， 即 有 


PIG 本 = 人 dr 任 吾 E 好 2 15.6) 


不 熟悉 这 种 积分 的 读者 , 只 要 掌握 上 式 在 离散 型 与 连续 型 情形 的 具体 
形式 ， 即 下 面 的 (5.8) 式 与 (5.10) 式 即 可 - 


定义 5.3 若 随 机 向 量 [8,9) 有 全 多 可 列 对 可 能 值 fzi 态 ) i,j 二 
1,2,……, 则 称 此 随机 向量 及 其 联合 分 布 汐 离散 型 的 ， 而 


pi; = PléE = zi,n = yy;}, 1 二 1,2,..: 【5.71 
称 为 《5.9) 的 联合 分 布 . 
易 见 ， 离 散 型 联合 分 布 {piy} 满足 pij 家 0 及 pi; 三 1. 并且， 
此 时 (5.8) 式 化 为 - 
PI(SMEB}= > py 任 BeB?. (5.8) 


(zy 
例 5.2 将 两 个 不 问 的 球 任 意 放 入 编号 为 1,2,3 的 三 个 盒 ， 等 球 入 
各 盒 均 等 可 能 .以 《 表示 空 颌 个 数 ， 7 表 寺 有 球 盒 的 最 小 编号 ， 试 
求 1 7 的 联合 分 布 . 


解 :# 的 可 能 值 有 1,2, 而 5 的 可 能 值 浆 1, 2, 3. 由 于 每 个 球 有 3 
种 放 法 ， 故 样本 点 总 数 为 9. 于 荐 对 一 切 了 有 paj = P1{ 两 球 均 在 了 号 
盒 中 上 = 1/9 其 次 ，pi2 = P11 号 合 空 ， 2,3 号 盒 各 一 球 } = 2/9. 
青 者 ， pii 一 PP{1,2 号 盒 各 一 球 } + P{1,3 号 全 各 一 球 } = 4/9. 最 
后 pzs = P14@1} =0. 用 (15.8) 式 容易 来 得 有 关 (#,) 的 概率 ， 例 如 我 
位 布 
Pt 一 人 一 >》 了 了 =pu+ pa 了 


Ti 
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可 以 象 一 维 离散 型 那样 ， 将 所 得 到 全,7) 的 联合 分 布 瑟 作 知 阵 


(人 (1,2) (2,1) (2,2) 1 ) 
41:9 29 1/9 19 1/9/ 


应 用 中 也 时 常 拒 二 维 离散 型 分 布 列 成 如 下 形式 的 表 ; 


/9 
3/9 





(5.8) 式 的 一 个 特例 是 ,联合 分 布 函 数 F(Z, 办 也 可 通过 {psy} 表 
出 ， 即 有 
riz,y) = > Piji (2,Y) € 学 


ritHY CY 


将 此 式 中 的 求 和 换 鸭 积分， 可 类比 地 得 到 连续 型 的 定义 . 
定 久 54 设 随机 向 量 (&, 的 联合 分 布 油 数 


* F(x,y) = f 全 了 (人 ,0) dudv, (zx,y) € NR, (5.9) 
其 中 被 积 函 数 满 足 
: 十 上 ce 中 22 
osW20 且 Of /xmanw=1l 
则 称 从 ,7 及 其 概率 分 布 为 连续 型 的 ， 称 pz, 切 为 其 联合 密度 函数 . 
对 于 连续 型 随机 向 量 ， (5.6) 式 化 为 
Pi€meB= | /peyardy 任 昌 e 印 (610) 
EB 
例 5.3 考虑 


PT YP+Y, Ory<l, (5.11) 
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易 见 plx,y) 之 D 口 且 


:十 De + 1 1 1 1 
| / plz, Y) dz = 上 1/ {T+ Vy) Urdy 二 二 十 一 二 1. 
一 co 一 0 do 2 2 


即 它 可 作为 连续 型 的 2 维 歌 合 窗 度 两 数 . 设 随 机 同 量 (7) 以 此 p(x,V) 
为 联合 密度 函数 ， 用 (5.10) 式 可 得 


Pte+n<9= 上 人/ plz, yezdy 
工 十 W 夺 1 


! 1 . 1 
=- /| (eto dndy= 上 a f (r+ y) dy = =. 
TyOHrT+y<1l 0 D 3 


2.5.3 ”边缘 分 布 


本 节 考 虑 随机 向 量 的 分 量 各 自 的 概率 分 布 ， 在 (,D) 的 联合 分 布 
函数 (5.4) 式 中 ， 令 gy 个 十 oo, 则 事件 {5 < 引 人 Q, 利用 概率 的 下 连 
续 性 便 得 & 的 分 布 滑 数 


P(x] = P{é < zx} = lim Flxy)= Flr,+o0), Zz€R. (5.12) 
了 一 十 2 
称 它 为 上 的 边缘 分 布 函数 - 同 理 7 的 边缘 分 布施 数 为 
Fa = Pin< y= lim Pr)= Ftooy, yeR. (5.13) 
“ 边 绿 ”一 - 词 来 源 于 离散 型 情 烘 . 在 2 维 离 藤 型 概率 分 布 {pi;;} 的 
列表 表示 中 (参见 例 5.2 的 表 ), 将 各 行 求 利 写 在 表 的 最 右 -一 列 ， 再 将 
各 列 求 和 写 在 表 的 最 下 一 行 ， 由 于 


pi. = Bi = 2_ P= #09= 1} = 了 人 一 zj， (5.14) 


pi = pi = _,P{€= £7 = yy} = P{n= yy}, (5.15) 
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因此 ， 位 于 表 中 有 边 与 下 这 的 数列 分 别 是 5 与 了 各自 的 分 布 . 改称 
为 边锋 分 布 ， 例 5.2 的 表 中 己 算 出 志 导 好 的 边 氏 分 布 分 别 是 


(0 3 ) (5 3 9) 


对 连续 型 随机 向 星 (&,7), 在 {5.9) 式 中 令 gy 一 +o0 得 的 边 红 
分 布 疯 数 


m= fp suo= | fe du, 


这 里 已 将 右 (2) 写成 蛮 上 限 积 分 形式 .上 分 晤 £ 仍 为 连续 型 ， 有 边缘 
密度 也 数 i 
pilz) -| pzy) dy, zs 我. (5.16) 


同 理 ， 分 量 ”也 是 连续 型 的 ， 其 边缘 密度 函数 为 
十 oo 
pzl(y) = / ptz, dr, yeN (5.17) 
下 面 计算 例 5.3 中 ,7 的 边缘 密度 ， 当 we (0,1) 时 


1 
pz 一 上 (z+ y) dy =r +3. (5.18) 


谭 对 于 其 它 的 z，(5.13) 式 中 被 积 函 数 恒 为 0, 上 Pi(z) = 0, 对 称 可 
得 ?9 的 边缘 密度 


1 
Pal) =Y+ta OO<y<l. {5.19) 


由 {5.12) 至 (5.17) 式 可 见 ， 分 量 的 边 妾 分布 由 联合 分 布 完全 确 
是， 但 是 递 命 题 不 真 ， 即 边缘 分 布 不 能 确定 联合 分 布 . 


例 5. 和 4 壕 
1 1 
TY) = (r+ 5)y + 35) D0D< ry1. 
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此 gtz,#) 恰 为 由 (5.18) 与 (5.19) 给 出 的 pl(z)l 与 p2(9) 之 乘积 ， 故 
易 知 g(x,V) 是 二 元 密度 范 数 ， 且 以 pifz) 与 pz(y) 为 其 边 绿 密度 耻 
数 , 但 是 g(2,y)} 与 (5.11) 式 给 出 的 Pre, 显然 不 同 ， 邯 联合 分 布 不 
唯 一 . 


为 强调 这 一 点， 我 们 再 看 一 个 离散 型 的 例子 


二 5.5 航 中 有 5 张 外 形 相 向 的 卡片 ， 其 中 3 张 写 上 数字 0, 另 2 
张 宕 着 数字 1. 瑰 从 找 中 任 取 出 两 张 卡片 ， 分 别 以 £9 天 第 1 张 与 第 
2 张 卡片 上 的 数字 . 那么 对 有 放 辐 与 不 旅 回 两 种 方式 ， 可 以 分 别 得 到 
人 9) 的 联合 分 布 如 下 : 


有 放 回 方式 不 放 回 方式 





9/25 6/25 


6/25 4/25 








两 种 方式 中 & 的 边缘 分 布 相同 ，? 的 边缘 分 布 也 相同 , 但 是 (5&,m)] 的 
联 侣 分 布 却 不 同 ， 即 边缘 分 在 不 能 确定 联合 分 布 . : 

相同 的 边缘 分 布 可 构成 不 同 的 联合 分布, 这 反映 出 两 个 分 量 的 结 
合 方式 不 同 ， 柏 依 程度 不 同 ,在 上 述 例 5.5 中 ， 有 放 回 方式 £ 与 关 
系 较 松 散 ， 而 不 放 回 广 式 与 9 关系 较 密 切 ， 相依 程度 这 种 差异 在 
各 自 的 边缘 分 布 中 没有 表现 ， 因 此 ,单纯 地 逐个 研究 各 分 量 的 分 布 是 
不 驶 的， 而 必须 把 它们 训 在 一 起 沽 察 其 联合 分 布 . 

对 于 nn > 2 的 高 维 情形 ， (561,…. ,én)】 的 在 何 子 向 量 (6&i，-…， 
éix) (1 达 包 之 nn 一 1) 的 分 布 称 作 并 维 边缘 分 布 ， 假 定 (&1,.… ,fm) 有 
联合 密度 两 数 plz1,… ,zn), 我 们 只 需 将 它 对 与 指标 证,…, 计 无 于 
的 z; 的 一 切 可 能 值 取 积 分 ， 便 可 得 到 相应 的 维 边 络 密 度 函数 ， 离 
艇 型 情形 只 需 把 积分 换 为 求 和 . 
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2.5.4 均匀 分 布 与 正 态 分 布 


本 节 介 绍 两 种 最 常 凡 的 2 维 连 续 弄 分布 ， 描 述 2 维 几 何 概 型 的 
随机 同 量 就 服从 2 维 均 句 分 布 . 


定义 5.5 设 De8 满足 0<rnfD) < 二 cc 称 以 
1 


PLZ, Y) = 元 也 (zx,y} ED (5.20) 


为 密度 蛆 数 数 的 连续 型 分 布 为 了 上 的 交 匀 分 布 . 


督导 ,服从 上 的 均 旬 分 布 ， 则 运用 {5.10) 式 可 得 ， 对 任何 
CD 有 
_ _ mm(B) 
Pie 可 =- 人/ penardy = PE, 
即 ,四 落 入 DD 之 任何 波 雷 尔 子 集 B 内 的 概率 与 BB 的 勒 风格 测度 
m{ 上 是 ) 成 正比 ， 而 与 B 的 形状 及 位 置 等 无 美 . 


例 5.6 设 ( 愉 ,0) 服从 单位 哆 DD = {说 十 天 之 1} 上 的 均 
可 分 布 ， 试 求 它 的 边缘 密度 函数 . 


解 : (£,m) 的 联合 密度 销 数 为 





1 
Plz,W = 一， z+ < 1. 


我 们 用 (5.16) 式 求 £ 的 边 绢 密度 西数 . 当 lz| > 1 时，pte, 四 一 0 散 
pifz) = 二 0; 而 当 jz|< 之 1 时 
十 om wi— rn7 1 2 
mn)= | ley dy= ly = 2 
一 oo ~vITz 7 下 
对 称 可 得 7 的 边缘 密度 丽 数 为 


2 
Pay = Vl, ll<y<l. 


TT 
注意 单位 加 上 均匀 分 布 的 边 隶 分布 不 是 1 维 均 名 分 布 . 
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定 党 $5. 设 参 数 Ul; C2 Tl C2 满足 1 > 0, U2 > 0 查 一 ] 去 
rr 之 1, 称 以 
(x, 2) - 
XH) 二 COO 
DY noioawl— rs 


1 [re 2r(z~—al)(ly—as)  (y-a2) 
x exp {a 5 | oi T1OT2 1 03 | 





(5.21) 
为 密度 图 数 的 连续 型 分 布 为 2 维 正 六 分 布 . 


注意 Ptz, 细 >0 显然 ， 历 作为 2 维 密 度 函 数 的 另 一 条 件 


十 2 二 
/ / pie,y)drdy = 1 


则 留待 后 面 验证 . 2 维 正 态 分 布 
的 密度 ptx¥,y) 的 图 形 是 一 个 钟 形 
看 癌 ， 图 5.1 画册 了 它 的 -- 部 分 的 
示 章 图. 为 计算 2 维 正 态 的 边缘 密 
度 函 数 ， 我们 指出 ， 有 关 正 态 分 布 
的 积分 运算 往往 要 采用 配方 ， 换 元 
等 手法 .于 是 据 (5.16) 式 可 算出 2 

惟 正 态 分 布 的 边缘 密度 函数 





二 维 正 态 密 座 曲 咖 


十 ee 1 

pifzry = 一 -~ 图 5.1 

(a) /. 2r7ogovl—r? - 
1 ral 2rfz—a}Hb a —ta} 
和- ( qn) (z—a1}( 2) ,WY 02 dy 
) Of F102 oa 

2_ 9 2 
所 Truvo } 


1l 
二 OO exp ,一 一 -一 一 一 一 一 一 
/ 27elw1l or p1 2(1 一 72) 





-三 i ax 1 (了 二 2 1 
ww 2nooravl—r? P 2 | Wir2 
_ [su 十 的 {oa}? 
一 一 元 已 i / 2 e- 忌 dt 一 ! 2 
BIW TT — a 
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即 上 服从 NI(ai1,07) 分 布 ， 同 理 可 得 1 服从 NI(az, G2) 分 布 ， 至 此 知 
2 维 正 态 分 布 的 边缘 分 布 是 1 维 正 态 分 布 ,这 一 点 与 关上 均匀 分 布 情 
形 不 同 ,注意 到 2 维 正 态 分 布 的 两 个 边缘 密度 Pi{z) 与 pafz) 中 都 不 
含 参 数 7+, 于 是 我 们 再 次 得 到 边缘 分 布 不 能 确定 联合 分 布 的 例子 . 同 
是 以 Nta1,02) 与 N(a2,03) 作为 边缘 分 布 , 参数 7 在 区 间 (一 1,1) 内 
任 取 ， 可 得 到 不 同 的 联合 正 态 分 布 (5.21). 今后 我 们 会 看 到 ， 参 数 7 
确实 反映 了 下 个 分 量 守 与 了 的 相依 程度 . . 

回忆 在 1 维 正 态 分 布 中 已 经 证 得 了 = 让 pi(z)dz = 1. 化 重 积 
分 为 昧 次 积分 重 补 评 了 


十 二 pe 十 号 
f | pz 2 drdy = / pt) dr = 1. 


2.5.5 习题 


1. 甲 从 1,2,3,4 中 任 取 一 数 &, 乙 再 从 1,…,& 中 和 任 取 一 数 nD, 试 
求 (£0) 的 联合 分 布 与 边 隶 分布. 

2， 臣 乙 二 人 辑 流 投篮 .假定 每 次 甲 的 命中 谤 为 0.4, 乙 的 命中 率 
为 0.6， 且 各 次 投篮 相互 独立 . 更 甲 先 投 ， 乙 再 投 ， 直 至 有 人 命中 为 
下 试 求 甲 与 乙 投 通 浴 数 与 9 的 联合 分 布 与 边缘 分 布 . 

3. 设 低 ,0) 的 联合 密度 孙 数 为 


Plz,y) = 3 sin(z + OEY 7 
试 求 人) (&,n) 的 联合 分 布 函 数 : {2)n 的 边 乏 密度 函数 . 
4. 设 ftx) 是 某 非 负 杆 随机 变量 的 密度 函数 ， 试 证 


(z+) 


f 
P(x,Y) = ; wy>0 
Ty 


是 2 维 窗 度 明 数 . 
5. 说 分 布 旺 煞 刀 (z) 与 瑟 (z)] 对 应 的 密度 了 销 数 为 pi(rx) 与 pafz)， 
证 明 对 任何 a & (~1,1), 
PolT,) = p(t)palW {1 + al2F (x) — 12F(y) — 1)} 
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是 2 维 密度 两 数 ， 且 以 p(x) 与 p2(3Y) 为 其 边缘 密谋 因数 . 
和 变 人 2) 的 联合 密度 疯 数 


plr,Y) = cwy, DITA2, OZ<Zy<l1. 


试 求 (1) 常数 c;，({2) &.n 至少 有 :个 小 于 172 的 概率 . 

7 了 , 在 可 列 重 贝 努 里 试验 中 ， 以 总 表 第 i 次 成 功 的 等 待 时 间 ， 坛 
求 { 非 ,&@) 的 (1) 联合 分 布 ; (2) 边缘 分布， 

8. 设 (£0) 服从 区 域 也 = {zj:0<2 之 之 jf 之 1} 上 的 均 
分 分 布 ， 试 求 {1)€ 的 边缘 密度 函数 ; (2)P{n > 1/2}. 

9. 设 (&,) 为 2 维 正 态 随 机 向 量 ， 求 5, 落 入 区 域 


p={ (ew) Eo 2r{2— oy -a 十 (y— a2)” < 六 | 


1G53 a2 
内 的 概率 . 
10. 用 概率 思想 证 姑 ， 对 慎 意 a> 妇 有 
志 ea <V1l—e-®” 
11. 设 随机 向 量 (§,%,6) 有 联合 密度 函数 
p(x,y) = rz2e (+i) ry.2 > D0. 


试 求 (1) &, 的 1 维 边 红 密度 (2) 性, 全 的 2 维 边 绿 密 度 . 


2.6 随机 变量 的 独立 性 
2.6.1 条 件 分 布 


没 (0, 下, 也) 为 一 概率 空间 任 固 定 Be FF,P(B)>0. 则 下 中 
的 得 -事件 4 有 有 关于 事件 号 的 条 件 概率 P(AIB),， 特别 ， 此 概率 空 
阿 中 的 随机 变量 二 基于 这 个 条 件 概 率 的 分 布 就 是 已 知事 件 吾 已 发 生 
后 志 的 条 件 分 布 ， 比 如 ， 芭 基于 旦 的 条 件 分 布 耳 数 
PIé€ < 2.B} 


FlzlB) = Plé€ < x|B} = PlB) ， 


fz 亡 社 . (8.1) 
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现 假 定 (只 ,无 ,已 ) 上 还 有 另 一 随机 变量 9, 那么 当 吾 = {7 == 旭 有 正 
概率 时 ， 巾 (6.1) 式 定 义 的 开 (fz = 划 就 是 已 知 了 3 了 = 时 < 的 条 和 件 
分 布 咀 数 ， 

对 于 (9 为 离散 型 随机 向 量 的 场合 ， 假 定 {gi;} 为 其 联合 分 
布 ， 那 么 对 于 使 7 的 边缘 分 布 pr 二 P{7 二 Wy} > 0 的 7, 我 们 有 
P{E = zi = = ,i=1,2,.... (6.2) 
Pj 


定义 6.1 对 以 {psj} 为 联合 分 布 的 离散 型 随机 向 量 已, 让， 当 
pj; 之 0 时 ， 称 (6.2) 式 定 义 的 PE = zn = 二 六 上 i 二 1,2,… 为 
己 知 #7 二 时 的 条 件 分 布 . 

对 称 可 定义 已 损 &= zx; 时 5 的 条 特 分 布 P 和 == 包 必 二 Xx},j 二 
1.2， 


容易 验证 ，(6.2) 式 定 义 的 条 件 分 布 满 足 离散 型 概率 分 布 的 两 个 
条 件 PE = zi 二奶 } > 0 与 PE = i|n = WW}=1. 

由 定 艾 立 得 ， 在 上 节 例 5.2 中 ， 已 知 上 = 工时 ?的 条 件 分 布 为 

P= -= P=24=1}= 掀 = 
而 已 知 和 三 2 时 ， 7 的 条 件 分 布 是 1,2,3 这 三 点 上 的 等 可 能 分 布 ， 

不 难 验 证 ,在 例 5.5 中 的 有 放 回 情形 ， 条 人 忻 分 布 与 却 条 件 【 边 尝 ) 
分 布 相同 .就 是 说 ， 第 1 次 取 数 的 结果 对 第 2 次 取出 数 的 分 布设 有 
影响 . 但 是 对 于 不 放 回 情形 ， 则 条 件 分 布 不 同 于 无 条 件 分 布 . 这 与 我 
们 的 喜 观 看 法 是 一 致 的 ， 

下 面 考察 连续 型 随机 向 量 人 办. 由 于 ? 取 任 何 指定 值 y 的 概率 
为 0, 赦 不 能 直接 用 【6.2) 式 作 为 条 和 件 分 布 的 定 兴 .但 如 下 的 讨论 表 
明 ， 与 {6.2} 式 相 当 的 密度 函数 形式 仍 可 以 作为 条 件 分 布 的 定 交 ， 

假设 (,7) 有 联合 密度 函数 pf(z, 妇 而 和 的 边缘 密度 函数 为 
P2(W). 对 使 事件 B= {9 & IT+Ain 有 正 概率 的 y 与 Ay > 0, 
关于 吕 的 条 件 分 布 男 数 为 


天 [7 本 ) = Pl€ < zln € [y,y + A)} 
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江 一 应 
Plé <znelyy+ A fi 三 3 plu, py daada 


P{n € ITTAIN J p(w) dv 
利 肉 积 分 中 值 定理 ， 存 在 yy & [yy 十 总 VW) 使 


Piemetyy+ Aa) = Da 





令 Ay 一 0, 如 果 上 式 极限 存在 ， 则 应 有 
Flaln = = Dea 


— a0 pz2{y) | 





这 表明 已 知 了 = 站 时 二 的 条 件 分 市 仍 为 连续 型 ， 其 密度 郴 数 为 





gifz 上 9 = y) = -， ze 和 NR. (6.3) 
定义 6.2 假设 随机 向 量 (#,n) 有 联合 密度 plz,y)， 如 果 Y 使 
pz{V) > 0， 则 称 由 (6.3) 式 定居 的 plz|n = 二 芒 为 已 知 n 二 yy 时 
的 条 忻 窗 俊 函数 . 
对 称 可 定义 已 徊 &= 二 x 时 的 条 件 密度 函数 ply|& = 2 了)， 


不 难 验 证 ,- 条 忻 密 度 满足 密度 隔 数 的 队 个 条 性 . 
回 到 上 节 例 5.6,( 人 9] 服从 单位 圆 上 均 久 分布 ， 当 [yw <1 时 
D2(3) > 0, 故 已 知 7 二 YE(~1,1) 时 & 的 条 件 密 度 明 数 为 


当 一 wYL yr vl yy, 


1 
了 全 一 二 一 2 





即 志 的 条 件 分 布 是 区 问 { 一 w1 一 呢 , w1- 妇 ) 上 的 均匀 分 布 . 

最 后 我 们 指出 ，2 维 正 态 随机 向 量 的 条 件 分 布 是 工 维 正 态 分 布 . 
据 (6.3) 式 直 接 计算 本 得 ， 如 果 (9) 的 联合 密度 函数 由 上 节 (5.21) 
式 给 出 ， 那 么 已 知 7=3 时 的 条 件 分 布 为 


N (« 十 ry — 02), oi{1l— 门 】 | 各.44) 
2 
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分 布 ， 如 果 参 数 ” = 0, 则 (6.4) 式 给 出 的 条 件 分 布 化 为 NN(a1,of) 分 
布 . 即 《 的 条 件 分 布 与 无 条 件 边缘) 分布 相同 此 时 ， 2 维 正 态 的 
联合 密度 函数 恰 为 两 个 边缘 密度 之 积 . 在 分 析 离 艇 型 的 例 5.5 时 已 说 
过 ,条件 分 布 与 无 条 件 分 布 相同 ,表明 随机 向 显 的 两 个 分 肛 取 什 互 不 
影响 ， 这 正 是 随机 变 虽 前 独 立 性 . 


2.6.2 ”相互 独立 的 随机 变量 


回忆 随机 事件 相互 独 了 并 是 指 其 中 -事件 发 生 与 否 对 其 已 事 件 发 
生 的 概率 无 影响 ， 或 者 说 ， 条 件 慨 率 等 于 无 条 件 概 率 . 随机 变量 的 独 
立 性 是 类 侯 的 . 上 节 讨 论 过 的 有 放 回 情形 崎 次 取 数 的 结果 以 及 r= 00 
时 2 维 正 态 随机 变量 , 都 具 大 条 件 分 布 与 无 条 件 分 布 相同 这 一 等 点 ， 
这 就 是 独立 随机 芝 是 的 例子 ， 


定义 6,3 设 Ely Er 是 概率 空间 i ， P) 上 的 nn 个 随机 变 
量 ， 如 果 它 们 的 联合 分 布 晴 数 等 于 各 自 边 缘分 布 函 数 之 积 ， 即 


FT Ta) = 1) Fr), Ti EE R= 1 (6.5) 


则 称 &1,… ,tn 粗 互 独 立 ， 一- 族 无 限 多 个 随机 变量 称 作 相互 独立 的 ， 
如 果 其 中 任意 有 限 个 相互 独立 . 


有 Sn 独立 ， 考 虑 其 任意 部 分 随机 变量 组 成 的 子 向 量 ， 在 
(6.5) 碟 中 令 与 子 向 量 无 干 的 所 有 zi 一 十 cc 则 左 方 华 为 子 向 明 的 边 
绿 分 布 闵 数 ， 右 方 相应 地 化 为 子 向 量 备 分 量 的 边缘 分 布 卫 数 之 积 ， 丁 
是 我 们 每 到 


定理 6.1 如 果 随 机 变量 &1,.… ,6 相互 独立 , 则 其 中 任何 一 部 分 
随机 变量 仍 独立 . 

此 定理 的 逆 不 真 ， 反 例 见 习题 . 

以 下 仍 以 w= 二 2 为 例 讨 论 独立 性 定义 (6.5) 式 的 种 种 等 价 形式 ， 
所 得 结果 适用 于 n > 2 的 情 撒 ， 访 者 可 根据 需 费 选 用 适当 的 等 价 形 
式 . 
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定理 6.2 随机 变量 性 ,四 相互 独立 ， 当 且 羽 当 
PlEE BIE Be}= Pl € Bi}DP{ne Bz)}, 任 Bi1, Bs € B. 
(6.0) 


证 明 : (6.5) 式 仅 仅 是 (6.6) 式 中 Bl 一 (—0, £1),B2 一 (ec， 3 | 
的 特殊 情形 故 46.6) 的 充分 性 不 竺 证. 下 证 (6.6 起 是 必要 的 ， 先 
后 是 工 2; 也 


Eo= {Bi: PltE€EB,n < rz) = P(E BP < xo)}. 


数 ， 夏 二 2zPl= B8. 这 就 评 明 了 


P{t EB nn<r = Pl EBINP{n< xa}, 任 Bie B,z2 EN. 
(6.7) 
再 固定 BE B53, 记 
9 三 1B2: {6.6) 式 成 立 }. 
同样 用 了 天 瘟 吕 为 谈 代数， 故 台 关 成) = 8. 至 此 人 6.6) 式 的 必 
要 性 得 证 ， 
定理 6.3 若 {£,n) 为 离散 型 随机 向 量 , 则 与 为 独立 的 充分 必 
要 条 件 是 它 的 联合 分 布 等 于 边缘 分 布 之 积 ， 即 
Pij = PiP.y, 任 .7 = 1,2,……. (6.8) 
证 阴 : (6.6) 式 中 取 Bi = {zs}, Bs = {yj), 便 得 (6.8) 式 成 立 ， 反 
过 来 说 ， 如 果 有 (6.8) 式 成 立 ， 则 对 任何 B11,B。eE 8 有 


PP 人 < Bi,n € B2} = > 2 py= 2, > Pi 


Ti 万 旦 | yi © 人 Bz 了 1 县 1 Wi EB 


= 》 ps Y py= Plé eBijP{ne Bo}. 


Ti yiE Ba 
即 ,6.6)] 式 为 真 ， 定 理 证 完 . 
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定理 6.4 关心, 询 为 连续 型 随机 变量 ， 则 与 9 相互 独立 的 区 
分 必要 条 忻 是 联合 密度 吨 数 村 于 边缘 密度 兵 数 之 积 ， 印 


2 及 二 Diz]psfa， 对 几乎 一 切 z,y < 加. (6.9) 
”这 里 ， “几乎 一 切 ” 意 即 锡 许 有 勒 贝 格 零 测 度 集 的 例外 ， 如 前 所 述 ， 
密度 函数 在 零 测 集 上 的 差异 不 影响 概率 分 布 . 


证 明 : 如 从 (6.9 不成立 ， 两边 取 变 上 有限 积 分 立 得 (6.5) 式 ， 反 过 
来 说 ， 由 (6.5) 式 可 得 


/ / Pt dedo 一 人 _ 人 Pr)jpafay dudv, 


两 边 对 z, 各 取 一 次 导数 (多 对 连续 的 分 布 丙 数 几 乎 外 处 可 导 ) 便 得 
到 (6.9) 式 . 证 毕 . 

利用 定理 6.3 可 知 ， 上 节 例 5.5 中 有 放 回 情形 的 € 与 9 是 相互 
独立 的 ， 不 放 回 情形 则 不 独立 ， 再 利用 定理 6.4 知 ， 以 上 节 例 5.4 中 
9(z;y) 为 联合 密度 的 随机 变量 相互 独立 ， 而 以 例 5.3 中 gz, 切 为 联 
合 密度 的 随机 变量 则 不 独立 , 此外，2 维 正 态 随机 变量 相互 独立 的 充 
分 必要 条 件 是 参数 7 = 0 

最 后 我 们 来 证明， 独立 随 机 变量 的 函数 仍 独 立 . 


定理 6.5 设 随机 变量 5&1 与 上 相 志 独立 ， 则 对 和 任意 的 该 雷 尔 机 
数 记 与 二 记 (81) 与 1; 二 所 (5&2) 仍 独立 . 


证 明 : 由 2.1.1 节 的 定理 1.3 知 h 与 ?2 均 为 随机 变量 ,对 i 二 1,2， 
记 4; = (Bi) = {zx : f(z) € Bi], 则 因 所 为 波 雷 尔 函 数 ， 故 当 
BEBNH A;€B. 于 是 大 
P{m € Bn € Ba} = P{filti) € Bi, folé2) € Ba} 
= Pléti€ A € As}=P{éti € Ai}Plés € As} 
= PIAA) € BirP{fs(é2) € Ba}= P{m € BI}Pin € B2}. 
由 (6.6) 式 知 家 与 2 相互 独立 . 
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例 6.1 很 定 在 -… 段 确定 时 间 内 ， 放 射 性 物质 发 射 中 的 a 粒子 数 
服 处 参数 为 和 的 善 阿 松 分 布 ， 如 果 每 个 发 射出 的 粒 了 被 记录 的 概 
举 均 为 p, 有 匡 各 和 粒子 能 否 被 记录 相 避 独立 ， 求 证 在 这 段 时 间 内 被 记录 
下 的 粒子 数 芋 与 木 被 记录 的 a 粒子 数 妖 相互 独立 ， 


解 ， 由 于 普 阿 检 分 布 产 随机 选择 下 不 变 (参见 例 3.2), 故 上 .9 均 
服从 普 阿 格 分 布 ， 参 数 分 别 为 Ap 与 9 (9 = 1 一 p). 于 是 ， 对 任何 非 
全 整数 与 证 

P{é£=m,n=n} 


= P+ n=m+n}Plt=m, n=n|t + n=m+n} 


和 十 A 1 十 基 四 Ap” xp 入 ga 
(m+ nn)! n 11 nl 


= P{é=m}- P{y =n}. 


由 (6.8) 式 知 上 与 了 独立 ， 

一 般 地 说 , 在 独立 重复 的 贝 努 里 试验 序列 中 ， 如 果 试 验 重复 的 次 
数 服从 普 阿 松 分 布 ， 那 么 其 中 成 动 次 数 与 失败 次 数 相 互 独立 . 这 个 命 
题 的 迹 了 电 成 立 ， 利 用 和 母 函 数 可 给 出 简单 的 证 明 . 参见 习题 3.3.5 的 第 
8 题 . 





2.6.3 习题 


1. 在 习题 3.5.5 的 1 题 中 , 求 已 知 7?7= 了 =1 9) 时 二 的 条 忻 
2. 在 习题 2.5.5 的 7 了 题 中 ， 求 已 知名 = 下 时 (nm 一 223 6 
的 条 件 分 布 . ， 

3. 在 习题 2.5.5 的 3 题 中 ， 求 已 知 9= ye (0,7/2) 时 上 的 条 件 
密度 函数 . 

生 , 设 随机 向 晶 {#,w) 的 联合 密度 


pix,y) = 2dy{(1 — x — y), Ty>0Hr+y<1l, 


li7 . 


试 求 (1)& = 1/2 条 件 于 7 的 条 件 密度 (分 了 三 172 条 件 下 的 条 
件 密度 . 
5. 设 随 机 变量 上 有 密度 吗 数 


入 全 


pifzy = A re 江 之 吕 ， 


而 了 服从 区 间 总 .上 上 的 均匀 分 布 ， 试 求 了 的 密度 冰 数 . 
6. 试 证 常 烙 e 与 任何 随机 变量 上 相互 独立 . 
7. 设 随机 向 量 忙 ,9 的 联合 密度 冰 数 为 
(1) pz =dry, 有 二 
(2) plz,y) = Sry, DO<r<Auy<l1. 
试问 与 5 是 否 独 并 ?为 村 么 ? 
8. 设 随 机 向 量 (, 的 联合 密度 遂 数 为 


1+z 
Piz, Y= — [x| <1HH 网 < |， 


求证 喜与 媳 不 独立 ,但 兰 与 六 是 独立 的 ， 
89， 车 9 独立， 都 服从 一 1 与 主 这 两 点 上 的 等 可 能 分 布 ， 而 
¢ 二 £9. 求证 上 Te 两 两 独 站 得 整 体 不 独立 . 


2.7 随机 变量 次 数 的 分 布 
2.7.1 问题 的 提出 ， 离 散 济 


在 概率 论 的 实际 应 用 中 ， 时 常会 过 到 求 随机 变量 炒 数 分 布 的 问 
题 . 例如 在 统计 物理 中 1, 己 知 气体 分 子 的 速度 二 之 盆 布 ， 求 分 子 的 
动能 3mé? 的 分 布 . 又 如 已 知 炮弹 弹 闭 点 的 地 图 坐标 们 ,7 了 ) 的 分 布 , 求 
弹 羞 点 到 目标 (&, 旭 之 距离 p = 二 Vf 一 aj 十 (3 一 6) 的 分 布 等 等 ， 
都 是 求 随机 变量 函数 分 布 的 例子 . 

问题 的 提 法 十 分 明和 邮 ， 而 且 可 以 立即 给 出 一般 解 法， 在 一 元 情 
形 ， 这 和 职 是 已 知 瑚 机 蛮 量 二 的 分 布 两 数 Fe(z), 求 卫 = FE 的 分 布 ， 
其 中 f 为 某 个 波 雷 尔 函 数 . 运用 2.1.3 节 中 11.15) 成 立 得 ， 的 分 
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布 吗 数 为 
P< 六 =P{f < = / aFi(z) (7 


lr:flr} ey 
但 是 对 于 具 体 的 问题 ,计算 {7.1} 式 石 方 的 积分 往往 需要 一 些 技巧 . 
以 下 将 分 几 种 情形 作 较 详细 的 讨论 ， 
首先 ， 对 于 离散 型 情形 ， (7.1) 起 右 广 的 积分 化 为 求 和 ， 我 们 以 
二 无 情形 为 例 . 设 随机 向 量 ,7?) 有 2.5.2 节 中 (5.7) 式 定 习 的 联合 
分 布 {pij}, 而 = FE 那么 ， 对 的 任何 可 能 信 zs， 有 


Ps = 3x} = Plf(SN) = zk} = > Piy. (7.2) 
(EIT) 
因此 ， 只 需 对 (E,W 的 一 切 可 能 值 (zi 全) 算出 《的 对 应 值 zi, 问题 
便 可 解决 . 
对 于 非 负 整 值 随机 变量 ， 尚 有 如 下 有 有 用 的 公式 . 


定理 7.1 离散 卷 积 公式 设 € 与 是 相互 独立 的 非 负 整 信 随 机 
变量 ， 各 有 分 布 fak} 与 {5b4}. 那么 其 和 有 和 分布 


P{E+7=n}= Yarbnk, n= 0,1,2,..., {7.3) 
k=0 
证 明 : 以 {= 二 不 } 六 分 制 用 全 要 公式， 并 注意 与 独立 便 得 
到 |， 对 性 何 开 一 0， 1,2,..- 有 有 


PlE4n -n= DPE APE HH = nl A 
和 


=—D 


= Pi =k}P{7=n-k} =) arbn 
皮 一 站 


=D 


定理 证 完 ， 


例 7,1 设 随机 变量 上 与 ?3 独立， 上 服从 Rn py 分 布 ， 最 
从 如 ki 1m,p) 分 布 ， 求 志士 如 的 分 布 . 
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解 : 将 btk;n,p) 与 BER; mm,p) 的 表达 式 代 入 着 笠 公 式 (7.3) 并 利 
用 组 合 性 质 【 参 见 1.2.2 节 的 定理 2.1) 使得 对 i = 二 0,1,… nn 十 Tn 有 


PIE + = = > bik; n, nb(i oo— Kin.p) 
=0 


‘ /nn mm _ 下 十 ， 
-> (7) (, pa" 一 jp 1 
AD tC 一 t 


即 二 服从 及 十 I Pp) 分布。 这 个 结果 从 自 观 上 七 很 容易 理解 . 将 
成 功率 为 p 的 试验 独立 重复 n 次 ， 取 得 £ 次 成 功 ， 青 将 此 试验 独立 
地 重复 六 次 ， 取 得 ?次 成 功 ， 因 此 二 十 了 是 m + 只 重 页 努 里 试验 之 
成 项 次 数 ， 诺 腿 关 参数 为 m1 十 n 与 p 的 二 项 分 布 . 


2.7,2 一 元 连续 型 


我 们 将 分 几 可 场合 分 别 计 论 连续 型 随机 变 明丽 数 的 分 布 , 所 使 用 
的 方法 都 是 从 求 未 知 的 分 布 卫 数 入 手 ， 首 先 考 虚 -元 情形 . 


例 ?了 .2 设 随机 变量 服从 区 间 (一 7 /2,7/2) 上 的 均 名 分 布 ， 求 
nD 二 tgé 的 分 布 . 


解 :7 的 分 布 图 数 为 


Fy) = Ply<y} = Pltgé < Y= PI < tg yt -3,7) 


求 导 可 得 9 有 密度 函数 
1 
"A 
世 是 柯 西 分 布 CA,A) 当 和 二 1,4 = 0 的 特 丸 情形 .一般 柯 西 分 布 的 


密度 为 ， 
2 


1 
PT 4 BF 
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FT 


在 本 例 的 推 尝 中 ，€ 仪 取 (一 wj2,7T/2) 中 的 全 起 着 重 费 的 作用 . 
只 有 局 限于 x EE (7/2,7/2),y 二 tgz 是 严格 三 升 的 连续 两 数 ， 存 在 
瞧 - -的 反 函 数 x = tg-1y, 此 时 才 有 tgr < 等 价 于 x < tg-'y. 注 
意 在 所 得 到 的 密度 pty 的 表达 式 中 ， 1/7 是 & 的 帘 度 省 数 ， 侧 周子 
17(1 十 如 ) 恰 是 反 国 数 t 妈 -19 的 导数 ,我们 手 述 如 下 的 - 般 结 提 . 


定理 7.2 设 随 机 变量 £ 有 密度 汲 数 plfzl)，7? GE fa 站 ,而 9 = 
FE 如 果 Y= f(z) 在 z€ {a,b) 上 是 严格 单调 的 连续 冰 数 ， 存 在 唯 
一 的 反 朵 数 xz = 二 hy E ta, 请, 并 月 丰 ( 人 存在 且 吉 续 ， 那 么 ?7 也 
大 连续 型 随机 变 昌 ， 具 有 密度 两 数 


p2ty) = Ph yy) YE fa (7.4) 


定 百 的 证 明 与 例 7.2 的 解 题 过程 类 似 . 注意 当 了 为 玫 格 下 降 归 
数 时 ， 推 芋 中 f(x) < 等 价 于 z > RD, 恰好 此 时 h'(y) < 0， 故 在 
Palyj 的 表达 式 (7.4) 中 需 取 h'(y) 钓 绝对 值 . 

最 简单 的 特 入 是 线性 函数 , 即 Ffz) = a 十 bx [8 关 0). 此 时 用 
(7.4) 式 易 得 , 当 & 服从 和 N(0,1) 分 布 时 ，a 十 bE 服从 N(a,22) 分 布 ， 
而 当 € 服从 CT 分 布 时 ，a 十 下 服从 上 (a,r 十 如 分布 . 


例 7.3 设 志 服从 标准 正 态 分 布 ， 求 六 = 如 的 分 布 . 


解 : 显然 9 不 取 负 值 , 因此 当 z 三 0 时 ，7 的 分 布 函数 Ffy) = 0. 
而 当世 >0 时 


Fy = PE <y= PP{-vy<ét<0+PO<E < vi) 


机 
-/ VY tf 太 
求 导 可 得 ?的 密度 两 数 





e -3. yy > 





41411 =: 
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这 是 到 个 自由 度 的 x? 分 布 密度 沸 数 


1 nl 


二 一 一 一 一 一 车， | 7.5 
puly) TT 玉 e 2, YY>0 (7.5) 


当 nw 三 1 时 的 特例 .以 后 将 证 明 ， 如 打 名，… ,én 相互 独立 同 服从 标 
谁 正 态 分 布 , 则 7 = > ER 服从 密度 遇 数 由 17.51 式 给 出 的 x* 分 布 ， 

问鼎 例 7.3 的 求解 过 程 虽然 上 取 值 于 x E 【oo 二 ooh 但 是 
y = x? 仅 取 0, +oe) 中 的 信 , 南 虑 反 函 数 不 叭 - -. 如 果 分 割 f(x) = 2 
的 定义 域 (一 00; 十 20) 二 (一 20,0) U0, 十 0), 那么 在 每 个 子 区 间 上 疝 
数 f{z) 是 严格 单 育 且 连续 的 ， 各 有 -. 支 反 画 数 了 = -可 与 了 = wy. 
务 别 用 (7.4) 式 再 把 它们 相 加 ， 便 得 到 本 例 的 密度 两 数 ， 我 们 有 如 下 
- - 般 定 理 ， 


定理 7.3 设 随 机 变量 上 有 密度 丽 数 Pifzy, ze [a,5)， 如 果 可 分 
和 (6 = U 而 在 每 个 了 区 则 万 上 两 琉 y /fo 有 只 一 的 反 上 顺 


数 hily), 且 ny) 存在 连续 .那么 5 二 f(5) 仍 为 连续 型 变量 ， 其 密 


度 前 狂 
BITRi -| Pit 中 
paly})= 4 i 


(7.6) 
定理 的 证 明 与 例 .3 的 解 类 似 ， 不 再 详 述 . 


2.7.3 多 元 连续 型 ， 特 殊 情 有 形 


以 下 考虑 随机 向 量 二 = (6 各) 的 变换 也 = {各 .本 节 先 对 
些 常 用 的 特殊 了 导出 宁 的 密度 函数 . 


定理 7.4 和 的 密度 若 随机 向 量 (£,m) 有 联合 密度 函数 p(x,y)， 
则 它们 的 和 十 仍 为 连续 型 ， 上 其 有 密度 


十 ee 十 二 
Pe+ of 2 = 人 Plx,z— 7) dz = plz — YY) dy. (7 了 .7) 
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证 明 : 还 是 从 十 9 的 分 布 靖 数 Fiz) 入 于 . 


Flz} = P{£+7 < 2) 


= /ne ,) eddy= a pf 区 dy 
一 f af pe — wdv = 三 | 矿 ee-adz| du 


全 此 十 的 分 布 凿 数 Flz) 已 表 为 方 括 革 内 两 数 的 变 上 限 积 分 ， 于 
是 各 十 开 仍 为 连续 型 ， 冤 上 度 如 人 7.7] 中 第 一 个 表达 式 所 示 . 改变 积分 
次 序 可 得 (7,7) 中 另 一 个 表达 式 . 证 毕 ， 

特别 当 & 写 独立 时 ，(7.7) 式 变 为 


十 


十 om 
Peto)= 人 Petzjpnfz 一 了 ) a= | pelz — ypn'y) dy, (7.8) 


称 这 一 运算 为 函数 pe(x) 与 priy) 的 卷 积 ,(7.8) 式 即 为 连续 型 场合 的 
卷 积 公式 . 可 以 把 此 式 与 前 面 的 离散 型 卷 积 公式 (7.3) 统 - -用 相应 的 
分 布 函数 写成 


十 oo 十 加 - 
Fern(z) = / F(z — 2) dFe(xw) = { Felz — W) dF (y), (7.9) 
通常 简写 为 et = Fe * Ey. 


例 7.4 设 随 机 变量 ,1 独立 , 同 服从 入 = 1 的 指数 分 布 , 求 E 十 六 
的 密度 丽 数 ， 


解 : 注意 pe (x2) 二 ce Prfz 一 下) 一 et 一 3 一 了 > 昌 片 
为 要 使 卷 积 公式 中 拼 积 谓 数 非 0, 当 且 仅 当 T >0 且 zz-x>0, 即 
0<z2<xz 当 z< 和 0 时 这 此 不 可 能 的 页 此 时 pejs(z) = 0; 而 当 
zz 时 有 


EE 
0 


123 ， 


注意 指数 分 布 的 着 积 不 骨 是 指数 分 布 , 但 是 作为 向 马 分 布 的 特例 ， 芯 
与 好 相互 独立 同 服 从 工人 世 分 布 的 随机 杰 量 ， 其 和 具有 下 1. 2 分 
在， 这 下 是 入 二 1 的 普 阿 松 过 程 中 第 >=2 个 质点 到 达 时 间 的 分 布 
(参见 2.4.3 节 牙 本 节 习 题 昌 ). 


定理 7.5 商 的 密度 设 随机 矢量 (5.n) 有 联合 密 庶 两 数 plr,y). 
各 它们 的 商 #5 扔 为 连续 型 ， 三 密度 


+ :3 二 = 
Peintz) = 人 ven way = f 他 jpts， zzjdz， (7.10) 
证 明 : 褒 &/7 的 分 布 阔 数 
rr 二 PP 一 do 
(2) =P{e/1m < = | 人 pe 全 da 
= /| oa f | DPI drdy 
{ee vy>0} {m2 yD0} 
=- wf pt art 三 sf plzy, y) dr 
十 所 : 包 
=/ wf # ' Ply, Det wf + plyu, y) du 
这 To 
=- 人 / Vlplyu, y) sy| du. 


全 此 已 将 二 (zz) 写 为 方 扩 号 中 国 数 之 变 上 限 积分 于 是 上 /7 仍 为 连续 
到 ,密度 频数 如 (7.10) 中 第 一 表达 或 所 示 . 改变 积分 次 序 可 推出 另 一 
表达 式 . 定理 得 评 ， 


例 7.5 设 随机 变量 &,n 独立 同 入 = 1 的 指数 分 布 ， 求 商 &/7 的 


解 : (7) 的 联合 密度 函数 为 
pir,y)=e "YY zxz>0Hy>0. 


为 要 (7.10) 涉 中 的 被 积 消 数 plzy,y) 非 0, 必须 且 共 需 y > 0 且 
2y 之 0. 当 z<0 时 这 十 不 可 能 的 ， 从 而 peyw{z) =0. 而 当 z >>0 时 
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To 1 
和 0 (十 六 


定理 7.6 最 大 最 小 值 的 分 布 设 后:5 为 相互 独 半 随机 变 

们 寿 共 问 的 分 布 随 数 FF[z) 与 密 眶 霜 数 PH 让 三 太 人 ij 台 与 

?2 二 WA 1 人 分 别 为 它们 的 最 小 值 与 向 大 鸽 ， 则 (53a) 在 联合 密度 
两 数 


qr y= nn DD — Fr) px)pt), rey (7.11) 


证 昭 : 我 们 从 1， n2) 的 联合 分 布 琐 数 Caz， 唱 人 于 ， 注意 到 
{Vi_iée < = 人 N {tr < Ym {Ak ike > x} = 从 {Ek > xz}. 于 
=1 了 
是 ， 当 了 之 3 时 有 


G(r,y) = Pl{imh < .HN2 一 yl} -一 Pl 过 y} 


PN < = 天 (2 
而 当 z <9 时 有 


Gx) = P{re < y} — Pl > x, < y} 


-pf 门 | é& |} PE < ér < } 


k=1 
= [FW 一 [下 (的 一 天 (zz 让” 
求 时 便 得 (9a,mz) 的 联合 密度 gz,gj 一 了 Ge， 2 如 (7.11) 式 所 
不 。 窍 理 证 毕 ， 


例 7.6 向 区 间 (0,1) 内 独立 地 任 投 m 个 点 ， 求 这 nn 个 点 全 分 布 
仕 长 为 172 并 的 子 区 和 疗 内 的 概率 


5 独立 同 0(0,1) 分 布 ， 所 求 概率 为 


ty -人 让- {ye 1/2} 


一 nln 1}{y — x) drdy 


i 世 生 yl} 


BE | 六 1 "] 
-A J nn ya? + sx | nn Dy—o ?dy 
0 3 上 


nn nn 二 1 
ar Dr on " 


NIP 


2.7.4 多 元 连续 型 ， 一 般 情形 


求 连 球 型 随机 向 明 之 耳 数 移 分 布 的 最 一 般 的 提 医 是 : 设 公 
én】】 有 联 从 密度 前 数 天 zy zn) 对 了 二 12 m9 二 户 ( 相 
… én) 求 随机 向 量 (人 ms) 的 分 布 . 

半 先 ， 阴 数 f 不 能 太 任 意 . 签 个 函数 fj{z1 za 必须 和 较 好 
的 性 大 ， 以 保证 5; 为 随机 灾 量 .如 2.1.1 节 中 定理 1.3 所 述 ， 当 方 是 
n 维 波 害 尔 函数 , 即 对 任何 BEB 有 {zi 让 
B} E B" 时 这 -要 求 满足 ， 其 次， 由 前 面 对 一 元 情况 的 讨论 可 见 ， 
问题 的 关键 是 由 方程 组 yj; = fj(z1… Tn),j 三 1,…',m 中 训 否 解 出 
唯一 的 连续 可 微 的 反 摧 数 zi = (一 ym:2 三 1,…,n, 但 是 当 
> 时 ， 既 使 灶 线 性 豆 数 户 , 也 不 能 保证 方程 组 有 解 . 所 以 我 们 只 
苦 谭 于 三 部 情形， 站 和 站 时 可 以 通过 补 说 证 一 站 了 一 瑞 十 1 
化 为 m 二 n 情形 . 

下 而 定理 驻 册 如下 一 般 的 随机 向量 变换 公式 ， 


定理 7.7 假设 连续 模 随 机 向 显 (1,…' ,8%) 有 联合 密度 卫 数 plzi， 
“1 fn)) 而 i 一 下 二 二 ;型 ， 每 个 f; 均 为 n 维 波 备 


各 畏 数 . 如 时 对 ee) 的 得 一 人 (W111 Yn) 方程 组 
A Tn) 


~ {7.12) 
I 一 fn lw - ) 
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有 唯一 的 解 2) = h(t) 
. . (7.13) 
Zn = hall Wd) 
凸 且 香 个 hi yn) 有 连续 的 一 阶 俩 导数 . 于 么 随机 向 生 1 … 
ns] 是 连续 型 的 ， 有 联合 密度 曙 数 
四 


(7.14) 
0, 车 fi. 使 {7.11) 无 解 


gf -| 
其 中 J 为 变换 (7.13) 介 牙 可比 行 殉 虑 . 
证 明 : (nm1.- ， + ) 汐 联 售 分 布 半数 


T(z:,- " ,Zt 一 {rn 所 Zl Th zn} 


= he PRL PadE dr, 
[LL Tn 1 Tn |Z 


-人 下 fa 


最 后 “ 步 运 用 了 积分 的 变数 碎 换 【7.13) 于 是 得 证 《9 的 联 
合 密 虚 图 数 如 【714 成 所 水 ， 


例 7,7 设 坐 标 平面 上 随机 点 的 直 负 万 标 ,9 相互 独立 ， 同 服 
从 Nt0,1) 分 布 ， 求 其 极 府 标 (p,9) 的 分 布 . 


解 : 本 题 所 涉及 的 变换 
二 7 cost 
{ y=7 sint 
是 (97) 的 信和 域 只 到 (p. 闪 的 值 域 0, 十 cc) x [0,27) 之 问 的 -一 变 
换 【 坐 标 床 点 除外 ) 其 雅 可 比 行列 式 了 了 =” 现 知 (5&,9) 的 联合 密度 
函数 为 
一 此 [zz 十 中 1 


1 
plT, 如 一 二 
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用 公式 (7.14) 便 得 (及 有 联合 密度 清 数 
df 二 = 二 re- 全 mr > 0, te[d,27). 
昔 此 可 得 (p, 朋 相 开 独立 ， 晶 服从 (0,27) 分 布 而 p 的 边 绿 密度 滑 


数 为 , 
qfr|=re 3, ”>D, 


称 之 为 瑞 利 分 布 . 
例 7.8 设 随 机 变量 ,99) 有 联合 窗 度 消 数 
plx.y) = 37, Dy 人 1l. 
试 求 志 一 的 分 布 、 
解 : 为 求 & = 二 5 一 9 的 分 布 补 设 占 二 9. 于 是 它们 的 可 能 利之 
间 相 应 地 有 一 一 对 应 
社 二 一 
| ) Jd<y<ri<1. 


v= 


TT 二 Uy 
| ， wu>0 fit+ov 人 tl. 
y= 


此 变换 的 雅 可 比 行列 式 了 = 1. 邦 用 (7.14) 式 可 得 [£ 一 ;7, 有 联合 
密度 两 数 
gu, 0) = 3 + 2), wvu>0 有 Hut+v<l. 

注意 ,此 例 中 司 与 8 不 独立 . 积分 可 得 a = 二 -7 的 边 绿 密 度 闲 数 ， 
当 0<t<1l1 时 

二 aoe 一 也 号 

a va atod = 3 0) 

一 os i 

对 于 区 闻 (0,1) 之 外 的 ze 


十 祥 c i 
n= woe oa =0. 
一 Ca 
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由 此 例 可 见 ， 在 运用 (7.14) 式 算 随 机 向 中 戎 数 的 分 布 时 ,正确 地 仿 定 
变换 后 随机 向 量 的 取 值 范 轩 是 非常 重要 的 . 

定理 了 2 中 (7.4) 呈 是 (714 式 当 n= 1 村 的 特例 ， 可 以 建立 定 
理 7.3 在 n 维 场 合 的 . 般 结果 ， 就 是 说 ， 当 方程 组 (7.12) 的 解 不 只 
一 时 ， 如 果 可 将 【6 二) 的 可 能 值 集 G 分 割 为 不 交 并 G = UG 
使 得 在 每 个 Gi 上 (7.12) 都 有 满足 定理 中 条 件 的 唯一 解 ， 那 么 ， 我 们 
可 在 每 个 G; 上 运用 (7.14) 式 ， 然 后 对 切 可 能 的 i 求 和 便 得 到 类 侯 
(7.6) 的 最 一 般 公式 ， 在 此 不 加 详 述 . 


2.7.5 ”随机 变量 的 存在 性 


在 概 康 论 中 ， 我 们 经 常 在 “ 设 随机 变量 & 的 分 布 丽 数 为 F(x)" 
的 假定 下 讨论 问题 ， 那 么 ,， 这样 的 护 定 是 否 合理 呢 ? 回答 当然 是 肯定 
的 . 给 定 罚 上 单调 非 降 , 左 连续 , 有 下 确 界 0 与 上 确 界 工 的 琴 数 F(x)， 
总 存在 概率 空间 及 其 上 的 随机 变量 £, 使 上 以 F(zr) 为 分 布 丽 数 . 

本 章 2.1.3 节 介 绍 随机 蛮 昌 的 概率 分 布 时 曾 讲 过 . 每 个 满足 上 述 
条 件 的 分 布 函 数 F(x), 总 可 以 在 秩 上 的 波 需 尔 卫 数 类 如 上 引进 一 个 
勒 中 格 - 斯 蒂 尔 圳 斯 测度 也, 使 得 


F{{(-o0,2)}= F(x),， 任 xe 和 R 


于 是 可 将 要 效 空间 取 为 【只 , 吕 ,FI ， 再 令 Eu = mw, 和 任 w 积 . 那么 EE 
的 分 布 晒 数 为 


PE < a} = Ply <x = F{(-—o0,7)} = Flzr). 


满足 我 们 的 要 求 . 不 过 ， 上 述 论证 的 严格 性 是 建立 在 测度 扩张 定理 之 
上 的 . 我 们 没有 有 给 出 证 明 . 以 下 基 随 机 变量 存在 性 定理 的 慷 一 个 构造 

熟知 每 个 兄 上 严格 单调 的 连续 函数 Ftz) 部 有 唯一 的 反 函 数 
天 (zj 反 上 晤 数 与 F(x) 有 相同 的 单调 性 与 连续 性 . 现 分 布 请 数 只 
有 非 降 与 堪 连续 性 ， 需 要 将 反 羡 数 的 概念 加 以 推广 . 
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定之 7 了 .1 称 
Fi = inf{fr: F(x) > y)., y E (0,1), (7.15) 
为 分 布 函 数 Fizxz) 的 单调 逆 . 


易 见 ， 王 -1( 扩 是 单调 非 降 昌 布 和 连续 的 ， 而 且 当 F(z) 严格 上 升 
的 连续 冰 数 时 ， 上 述 单调 逆 就 是 普通 的 反 兽 数 . 

图 71 夯 出 了 分 布 所 数 % = (zr) 及 其 单调 了 逆 了 天天 (的 的 图 
形 . 





图 71 只 数 Fi 与 (2) 的 图 形 


定理 7.8 设 下 (x) 为 中 上 的 分 布 函 数 ，E 为 区 间 (0,1Y 上 的 均 
人 分布 的 随机 变量 ， 汀 随机 变量 9 = -1(8) 以 F(x) 为 分 布 闲 数 . 


证 阴 : 由 单调 着 天 的 定义 {7.15) 式 及 让 ix] 的 大 连续 性 可 知 ， 
F(z)>y 当 且 仅 当 人 > 王八 ， (7.16) 
从 而 对 一 切实 数 zx 有 
Pln<z}= PIF (0) < x} = P{ < F(z)} = F(z). 


这 表明 % 的 分 有 有 省 数 是 Flz). 证 毕 . 
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定理 7.9 对 任何 痊 定 的 分 布 函 数 Fiz), 都 存在 概 府 空间 (人 0, 大， 
P) 及 其 上 的 随机 变量 5; 使 了 以 z) 为 分 布 辣 数 . 


证 明 : 取 介 = [0,1), 开 为 区 间 [0,1) 上 的 波 融 尔 集 类 ， 呈 为 0 
上 的 勒 内 格 测 度 ， 则 (下, 也) 为 …… 概 率 室 间 .， 再 取 lw = 二 则 上 
为 区 间 {0,1) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 挫 定 地 7.8 知 ，n 二 (6) 
即 为 所 求 以 F(x) 为 分 布 函数 的 随机 变量 汪 完 . 

随机 变量 在 在 性 的 这 个 构造 性 证 曲 方 法 , 与 本 节 并 头 所 述 的 方法 
丰 凑 不 阿 ， 那里 的 概率 空间 是 取 作 由 F{z) 引 邮 的 勒 只 格 一 斯 幕 尔 
寺 斯 测度 空间 { 深 , 8, 户 ), 即 摄 举 空 间 随 F(x) 不 司 而 不 同 ， 而 这 里 总 
取 芝 闻 {8.1) 上 的 勒 郧 格 测 度 空 间 ， 与 (x) 无 关 . 央 此 可 在 其 上 和 攀 
造 出 具有 不 同 分 布 的 多 个 随机 变量， 这 一 点 今后 会 用 到 


2.7.6 随机 数 


在 概 浆 论 的 应 用 中 ,党 常 震 里 模拟 具有 指定 分 布 的 随机 宏昌 ,就 
是 说 需要 给 出 某 种 随机 变量 的 具体 试验 结果 { 即 样 本 什 }. 例如 ， 从 仓 
库 中 捍 放 着 的 n 台电 视 机 中 任 取 - - 台 进 行 检验 ， 旨 实现 这 个 “性 取 ”， 
就 要 模拟 n 个 点 上 等 可 能 分 布 的 随机 变星 (可 借助 抽签 实 现 ). 又 如 
在 1.3.1 节 中 计 论 几何 概 型 时 ， 我 们 曾 介 绍 过 蒙特 卡 洛 方法 的 一 个 实 
例 ， 屠 就 是 通过 添 丰 投 针 试 验 来 计算 莒 周 认 7 的 近似 售 . 但 是 ， 真 要 
成 二 上 万 雇 地 做 找 针 试验 ， 邦 是 相当 费时 费力 的 ， 可 以 采用 随机 模拟 
的 方法 .在 这 个 例子 中 ,我 们 只 党 要 统计 出 事件 {(p,9) :p < 5 sin8} 

发 生 的 频率 ， 其 中 刻画 和 针 的 位 置 的 p 与 8 独立 ， 分别 在 区 问 (0, aj2) 
与 (0,7/2) 上 均 站 分布 于 基 ， 每 当 我 们 给 出 - :对 按 上 述 分 布 的 数值 
Cp.9) 时 ， 上 就 相当 一 次 投 针 试验 ， 

服从 区 间 {0， 1) 上 均 杀 分 布 的 随机 变量 的 值 ， 称 为 均匀 分 布 随机 
数 , 简称 随机 数 . 它 是 产 千 其 它 分 布 隧 机 数 的 基础 ， 空 于 均 句 分 布 随 
机 数 的 产生 ， 从 原理 上 讲 ， 可 以 将 10 张 外 形 相同 的 卡片 上 分 别 写 上 
数字 0 至 9 然后 有 放 回 地 一 一 取出 卡片 ， 这 样 ， 各 次 取出 卡片 上 的 
数 子 是 相互 独立 的 ， 生 在 0,1,.…,9 这 10 个 数字 上 等 可 能 分 布 ， 将 
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依次 取出 的 教学 ai1,…,& 前 如 上 小 妾 点 ， 于 是 Dalias an 镶 是 从 
区 间 的 ,1 上 和 酝 取 { 拘 铝 分布】 的 一 个 数 ， 事 取 几 休 可 以 线 得 更 天 有 的 
时 度 . 许 用 中 常常 设计 一 定 的 算法 ， 合 算得 知 果 经 樟 验 房 可 当 作 随机 
数 使 有 由， 称 作 怕 随 机 数 . 将 它 信 烈 成 随机 数 表 馈 查 { 见 本 书 附 末 Yj), 
或 将 计算 方法 编制 成 软件 存放 计算 机 中 ， 随 时 可 输 山 随机 数 备 用 . 

下 面 介 绍 运用 均 旬 分 布 随 机 数 产 生 其 它 分 布 的 随机 数 的 方法 . 从 
数学 斌 讲 ， 就 是 己 馈 | 随机 变 景 £ 服从 UTD0.1) 分 布 ， 寻 求 适 当 的 师表 
.使 得 11&) 有 指定 的 分 布 图 数 Fz). 据 定 名 了 8 知 ， 取 了 = 二 了 印 
可 . 

下 而 介绍 共和 体 做 法 ， 总 设 二 有 区 辣 (0,1) 下 的 均 杀 分 布 . 

先 看 离 贡 型 情形 . 设法 构造 有 指定 的 离散 型 分 布 P{n = yj} = 
Bi = 12 的 随机 变量 9， 将 区 各 (0,1) 分 划 成 相 健 的 小 区 间 
广 二 i 2 之 并 ( 取 po = 90), 
显然 每 个 I 的 长 悦 为 Di 再 念 


这 里 Xx) 是 区 问 琅 的 示 性 请 数 ， 于 是 有 有 
P{n=y}= PléeELl=p;, j=1,2,... 
这 说 明 所 构造 的 5 正 是 所 要 的 离 琢 型 随机 变 垦 . 
例 ?7.9 试 构造 具有 分 布 
Pf = 站 = 二 ， 7 = 1,2,3,4 
的 随机 数 五 个 . 


解 : 显然 应 取 五 = (0,0.1), 12 = (0.1,0.3), Is = (0.3,0.6), 
二 (0.6, 1.0)， 查 附 表 IV 得 前 五 个 随机 数 0.04839, 0.96423, 0.24878， 
0.82651, 0.66566， 易 见 它们 使 次 在 六 五, 五 ,五 , 4 中， 上 帮 得 符合 楼 
求 的 五 个 随机 数 为 1, 4, 2, 4, 4. 

以 下 给 出 产生 连续 型 随机 数 的 例子 . 
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例 7.10 构造 五 个 服从 入 = 工 指数 分 布 的 随机 数 . 
解 :和 A 二 了 工 指 数 分 布 的 分 布 国 数 为 
Flx)j=1 ee, wet{0,to0) 
解 由 其 反 图 烤 
Fy) = -In vel(0,1). 


于 是 inil 一 6 就 是 入 = 1 指数 分 布 陡 机 变量 ， 由 于 1 一 与 同 
为 U10,1) 分 布 ， 故 可 采用 一 lnt, 再 将 例 7.9 中 引用 的 五 个 均 宁 分 
右 随 机 数 代入 可 得 所 要 的 入 王 工 指数 分 布 随机 数 . 它们 是 3.02846， 
0.03643, 1.39119, 0.19054, 0.40698. 


例 7.11 正 态 分 布 随机 数 的 产生 ”第 -- 种 方法 是 直接 这 用 定理 
7.8. 虽然 正 态 分 布 的 分 布 画 数 不 是 初等 栅 数 ,无 法 解 出 是 武 的 反 盟 数 
囊 -!{ 四 .但 是 可 通过 反 查 慰 蕉 正 态 分 布 栈 数 的 数值 才 ( 附 表 11I) 而 得 
到 标准 正 态 随 机 数 ， 比如 例 7.9 中 引用 的 五 个 随机 数 所 对 应 的 标准 正 
态 随 机 数 依 次 为 -1.66、 1.80, 一 0.68, 0.94, 0.43， 再 经 线性 变换 便 可 
得 到 任何 参数 的 正 态 分 布 随机 数 . 


下 面 介绍 男 一 种 方法 . 据 例 7.7 可知， 如果 p 与 8 独立 ，p 服从 
瑞 利 分 布 ，8 服 从 口 (0,27) 分 布 ， 那 各 


n= peosg 与 mm peingd 
是 -一 对 独立 的 入 (0,1) 随机 变量 ， 现 UT(0,27) 的 随机 数 易 由 (0, 1 
随机 数 得 到 ， 而 瑞 利 分 布 的 分 布 范 数 为 Fiz) = 1 一 e- 祁 , 解 出 反 函 
Fl) = (21n(1 ~ A. 


至 此 ， 运 用 定理 7.7 可 知 ， 如 果 上 sa 为 二 独立 的 均 旨 分布 随 机 数 ， 
出 由 
D1 = [~2Iné] /cos(2né2) 
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与 


12 一 [一 > In 去 | 有 sin(27t } 


给 出 两 个 相互 独立 的 标准 正 态 随机 效 . 


2.7.7 可 题 


1 语 上 nm 独 于 ， 同 服从 参数 为 2 的 几何 分 布 ， 试 求 (1) 十 
7 (2)& Yn 的 分 布 ， 
2. 设 随 机 问 是 导 ,?) 有 联合 分 布 如 下 坪 . 


1 2 
0 |3/6| 0 |2/16 | 5/16 


试 求 G0) 十 (2)EY 9 IT3)m” 的 概率 分 布 . 

3. 设 随机 变量 三 ,#2 相互 独立 ， 对 宇 = 1,2,5 服从 参数 为 Xi 的 
普 阿 格 分 布 ， 试 求 (1j5 十 各 的 分 布 ; {2) 已 知 所 十 把 二 nn 时 扣 的 
条 件 分 布 . 

4. 设 随 机 变量 £ 有 标准 正 态 分 布 ， 求 (1)es; (2) 1/t2 的 密度 
靖 数 . 

5. 设 上 6 为 相互 独立 的 随机 实景， 短 个 & 服从 参数 为 入 
的 指数 分 布 ， 试 求 它们 的 最 小 值 入”_, &; 的 分 布 

6 设 随机 变量 上 有 密度 国教 plz), 试 求 {1}) £7， (2) tgé (3)|#| 
的 分 布 沙 数 . 

7. 设 随 机 变量 上 与 了 独立 ， 同 服从 (0,1) 分 布 ， 求 上 十 7 的 密 
度 函 数 ， 

8， 疫 随机 变量 6&1,-…. ,5 相互 独立 ， 都 服从 参数 为 入 的 指数 分 
布 ， 试 评 十 …: 十 上 服从 其 马 耸 布 {A,r). 
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9. 设 上 9 为 独立 同 ED,a 分 布 (a > 由 的 随机 变星 ， 试 求 上 /7 
的 密度 甫 数 . 

10. 阿 区 间 {0,6@) 内 和 任 投 两 点 ， 求 两 点 阅 踊 离 的 密度 涝 数 . 

11, 设 {&,7) 服从 区 域 吕 = {zt 让: 0< ri<y<1} 上 的 均 食 
分 布 ， 试 求 如 的 密度 函数 . 

12. 设 随机 向 量 (四 的 联合 密度 滑 数 为 


Pw, y) 一 rl 之 1. 


试 求 a 二 #9 与 8 二 em 的 联合 密度 卫 数 与 边缘 密度 两 数 . 

13， 设 随机 安 量 $f,w 独立 ， 同 服从 标准 正 态 分 布 . 试 求 二 十 ?， 
一 了 的 联合 分 布 与 边缘 分 布 . 

14. 试 讶 上 是 中 &jm 服从 柯 弗 分 布 . 

15， 设 随机 变量 ,7 独立 同 = 1 的 指数 分 布 ， 试 证 上 十 ? 与 
5&1(E 十 相互 独立 ， 

16. 设 随 机 变量 上 与 9 相互 独立 ， 同 服从 了 Ar 分布 ， 试 证 
+7 与 5/1 相互 独立 . 

17. 设 平 面 上 跑 机 点 的 直 带 坐标 人, 7) 有 联合 密度 冰 数 


2 : 2 
PT) = (le 9), 0O<r+y el. 


求 此 点 极 坐 标 (p, 旭 的 联合 密度 与 边缘 密度 曙 数 . 
18. 没 随 机 向 量 {人 ,wy,6) 有 联合 密度 函数 


plz, y, 2) 一 6(1 十 空 十 六 十 2 人 zy,2>0. 

试 求 十 8 十 《的 密度 省 数 . 

19. 设 贿 机 变量 与 9 独立， 上 服从 (0,1) 分 布 ， 的 分 布 
困 数 为 

1 
PW = 1™ 人 y>1. 
这 求 En 的 密度 范 数 . 
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20. 设 :9 为 独 亚 随机 变量 ，& 服从 p= 172 的 员 努 轩 分 布 ， 了 3 
服从 区 闻 (0,1) 上 的 均 当 分 布 ， 试 求 


EF Et (Bjen 


的 分 布 溺 数 . 

21. 设 &1,&2 独立 ， 对 卫 = 1,2， 二 服从 区 间 {0,1 上 的 均匀 分 
布 ， 试 用 随机 数 表 计算 P{ 人 1 + cz < 1} 的 近似 值 ， 并 与 其 精确 什 相 
比较 ， 

22. 设 5,7 独立 同 服从 N(0,1) 分 布 . 试用 随机 数 表 计 算 P{&n > 
1} 的 近似 值 . 
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第 三 章 ”数字 特征 与 特征 函数 


3.1.1 ”初等 定义 


概率 分 布 完全 描述 了 随机 试验 中 随机 变量 的 概 宰 性 质 , 然而 在 -… 
些 实际 问题 中 ， 人 们 并 不 需要 划 | 道 随机 变量 的 全 部 概率 性 质 ， 而 是 只 
需 从 某 个 侧面 了 解 其 部 分 概率 性 质 . 例如 -- 批 棉花 中 极 纤 维 的 长 度 ， 
强度 等 都 有 客观 存在 的 概率 分 布 , 但 是 当 我 们 用 棉花 纺 纱 织 布 时 ， 只 
需 掌 握 棉 红 维 长 度 ， 强 度 的 平均 什 ， 便 可 确定 其 对 攀 布 质量 的 影响 . 

依 平 均值 这 种 表现 概率 分 布 的 某 种 特征 之 数 昌 , 就 是 概率 分 布 的 
数字 特征 ， 

由 于 数字 特征 更 集中 地 反映 了 概率 分 布 在 上 菜 方 面 的 性 质 , 故 在 一 
定 的 场合 中 它 更 便于 应 用 . 而 且 在 常见 的 概率 分 布 中 , 所 含 的 参数 往 
往 者 是 此 分 布 的 数学 特征 ， 于 是， 在 已 知 分 布 的 类 型 之 后 ， 这 种 分 布 
由 其 数学 特征 完全 确定 . 引进 数字 特征 的 男 -原因 是 ， 有 时 很 准 精确 
地 求 出 德 率 分 布 ， 因 之 不 得 已 进而 求 其 次 ， 本 节 介 绍 教学 期 望 ， 它 是 
最 基本 的 数字 特征 ， 先 看 一 个 初等 的 例子 ， 


例 1.1 在 一 次 考 成 中 ，10 名 学 生 有 2 大 得 70 分，5 入 得 80 
分 ，3 人 符 9 分， 那么 他 们 的 平均 成 绩 为 81 分 ， 具 体 算法 是 


(0x2+80 x5+90 x3)+10=70x0.2- 80x0.5+0x0.3. 
换 一 个 驶 点 看 ， 从 这 10 个 学 生 中 仔 取 1 人 ， 其 考试 成 绩 是 随机 变量 
上 , 有 分 布 

(© a0 90 
0.2 0.5 03 
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上 述 平均 分 算式 的 右 端 正好 是 《 的 各 可 能 值 与 相应 概率 乘积 之 和 . 
一 般 地 说 ， 离 散 型 随机 变量 的 平均 值 应 为 芝 zP{€ = zi} = Dzipi 

我 们 所 以 举 出 这 全 简单 的 例子 , 是 想 在 -开头 就 向 读者 明确 地 说 
明 ， 由 喘 ziPf{E = xi} 所 定义 的 数字 特征 ， 确 确实 实 是 随机 变量 
的 平均 值 . 

考虑 到 《 会 有 无 穷 多 个 可 能 值 zj, 同时 这 些 zi 可 正 可 负 ， 而 平 
均值 应 当 与 求 和 的 次 序 无 关 ， 反 映 在 数学 上 便 是 要 求 级 数 于 zip; 绝 
对 收敛 ， 对 于 连续 型 情形 ， 以 密度 丽 数 p(z) 代替 {pi}, 并 相应 地 以 
积分 代替 求 和 ， 于 是 我 们 有 如 下 的 初等 定义 . 


定义 1.1 设 & 为 离散 型 随机 变量 ， 有 概率 分 布 p; = P{E = 
Li}, 4 一 ]， 2， ， 如 果 2 jzilp， < 十 OO， 砷 称 
Elé) = 2 Yip (1.1) 


为 [或 其 分 布 ) 的 数学 期 望 , 对 具有 密度 函数 p(zj 的 连续 型 随机 变 
量 £, 如 果 [elp(z) dz < +oc, 则 称 


十 sc 
sO= 人 cpfzj dz (1.2) 


为 《 【或 其 分 布 ) 的 数学 期 望 . 数学 期 望 简称 期 望 , 又 称 均 值 . 如 果 上 
述 绝对 收 敏 条 件 不 满足 ， 则 称 随 机 变量 {或 其 分 布 ) 的 数学 期 望 不 存 
在 . . 


可 将 (1.1) 与 (1.2) 式 统一 写作 
十 2 
B= 人。 za (1.3) 
其 中 F(z) 为 的 分 布 函 数 ， 如 前 所 述 ， (1.3) 武 右 方 实际 上 是 勒 员 
格 - 斯 芝 尔 吉 斯 积分 ， 它 在 离散 型 与 连续 型 场合 的 具体 化 就 是 (1.1) 


与 (1.2) 式 . 
从 以 下 例题 可 以 看 到 “期 望 " 一 词 的 历史 济源 . 
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例 1.2 十 万 张 奖 券 为 一 组 ， 每 组 设 头 奖 2 名 各 得 奖金 10000 元 ， 
二 等 奖 20 名 各 得 奖金 1000 元 ， 三 等 奖 200 名 各 得 奖金 100 元 ， 四 
等 奖 2000 名 各 得 奖金 10 元 ,五 等 奖 10000 名 各 得 奖金 2 元 . 于 是 
买 一 张 奖 券 能 获得 的 奖金 数 寺 服从 如 下 分 布 

10000 1000 100 10 2 0 
(, x 10-5 2x10-4 2x10"3 2x10-? 10-1 L87778 ) 


注意 , 如 果 忘 掉 “ 末 等 奖 0 元 ”而 将 矩阵 的 最 后 一 列 删 去 , 那么 就 不 成 
为 概率 分 布 了 . 对 于 一 个 买 了 一 张 奖 券 等 待 开 奖 的 人 来 说 , 他 “期望” 
的 奖金 数 就 是 & 的 平均 值 E(f) = 0.2 二 0.2 二 0.2 十 0.2 十 0.2 十 0 == 1( 元 }. 
就 是 说 , 他 必须 再 去 买 一 张 奖 券 ,， 才能 期 望 开奖 时 得 到 一 个 2 元 的 五 
等 奖 . 


如 下 例子 是 数学 期 望 的 一 个 简单 应 用 . 


例 1.3 蔬 约 化 验 费 的 方案 在 一 个 有 和 多 名 职工 的 单位 中 验 血 普 
查 肝炎 病毒 ,车 每 个 人 的 血样 分 别 化 验 ， 则 一 个 人 耗费 一 份 北 验 费 . 
现 采 用 以 下 改进 方案 : 先 将 每 个 人 的 血样 各 取出 一 部 分 ， 点 个 人 为 一 
组 混合 后 化 验 . 如 果 呈 阴性 , 则 到 个 人 同时 通过 ， 每 人 化验 1 次 . 
如 采 星 阳性 ， 再 将 无 个 人 的 血样 分 别 化 验 ， 以 找 出 血 中 会 病 毒 者 ， 这 
样 每 个 人 化 验 (1 十 1/k) 次 .假定 职工 中 血液 不 含 肝炎 病毒 的 概率 为 
9, 且 各 职工 的 情况 相互 独立 . 那么 采用 改进 方案 , 每 位 职工 化 验 次 数 


& 的 分 布 为 
Pp{#=#) = 1 P{t=1+t) = qr. 
从 而 每 位 职工 的 平均 化 验 次 数 
E(£) = jas + (i+) (一 史 一 1 下 一 号 


对 于 给 定 的 9% 选择 每 组 人 数 及 , 只 要 1/k 一 <0, 则 E(E) <1, 节 
约 了 化 验 费用 ， 同 时 ， 还 可 选择 适当 的 已 使 平均 化 验 费 达到 最 小 . 
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3.1.2 ”对 概率 测度 的 积分 * 

”我 们 已 经 在 1.4.3 节 及 2.1.1 节 分 别 给 出 概率 空间 及 其 上 随机 变 
量 的 严格 数学 定义 . 概率 空间 (2, 六, 了) 就 是 一 个 规范 的 (P19} = 1) 
测度 空间 ， 而 随机 变量 上 就 是 (Q2, 下 ,PP) 上 的 实 信 可 测 函 数 . 我 们 还 
在 2.1.2 节 介 绍 了 随机 变量 的 结构 ,每 个 随机 变量 均 可 写 为 两 个 非 负 
随机 变量 之 差 


= 人 一， 其 中 =Ev0,， 6 二 (v0. (14) 


而 非 负 随机 变量 上 均 可 写 为 非 降 的 非 灸 简单 随 机 变量 序列 长 。} 的 极 
限 ， 即 存在 简单 随机 变量 列 {en)}, 使 得 


OCA Som) So) TTéw) wen. (1.5) 


最 后 ， 简 单 随机 变量 & 就 是 下 中 有 限 个 互 不 相 容 事件 之 示 性 函数 的 
线性 组 合 


E(w) 一 》 a XAastw), A ,An E 严 ， (1.6) 
i—=1 
其 中 
二 1, 荐 -w 居 4， 
Ma 人 车 ww 闫 A 人 


下 面 来 时 义 (@, 开 , 卫 ) 中 夭 机 变量 上 对 概率 测度 PP 的 积分 . 当 
为 (1.7) 式 给 出 的 示 性 函数 时 ， 自 然 到 


上 ElejP(d) = P(A). (1.8) 
再 由 线性 定义 (1.6) 式 给 出 的 简单 函数 的 积分 

f so) Plan) = YaPU (1) 

中 i=1 
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对 非 负 随机 变量 &, 满足 (1.5) 式 的 各 非 负 简 单 函 数 二. 的 积分 是 单调 
非 降 的 ， 以 其 极限 定义 (ww) 的 积分 


f gr)Plaw) 二 im / éntw I Pldw). {1.10) 
n n 


当 上 述 极 限 有 限时 ， 称 & 为 可 积 的 . 最后， 如 果 (1.4) 式 中 的 &+ 与 
< ” 均 可 积 ， 由 称 短 机 变量 上 可 积 ， 定 义 其 积分 


wl 二 te, 2 一 [ew ， 。 
/ E(wJP(au) 上 + (w)P(dw) 上 etjPdw， (1 


可 以 证 明 , 这 样 定 义 的 积分 是 一 义 存在 的 ， 比 如 非 负 随机 变量 的 
积分 (1.10) 与 满足 (1.5) 式 的 佑 ,} 的 取 法 无 关 ， 

如 果 去 掉 概 率 测度 的 规范 性 [P(Q) = 1] 要 求 ， 而 将 已 换 为 任意 
其 它 测度 &, 类 似 可 定义 如 上 可 测 函 数 Eww) 的 积分 [0%t&(w)jp(dw). 取 
P 为 吕 , 4 为 其 上 的 勒 贝 烙 测 度 ( 即 长 度 ), 就 得 到 了 实 变量 可 测 函 数 
的 勒 贝 格 积分 . 在 此 不 一 一 详 述 . 回 到 随机 变量 对 概率 测度 的 积分 ， 
就 是 数学 期 望 . 


定义 1.2 设 ttw) 是 概率 空间 (Q, 下 ,P) 上 的 可 积 随机 变量 ， 
称 
E(é) = f é(w) Paw) (1.12) 
rr 


为 < 的 数学 期 万 . 


由 (1.8) 式 知 ， 事 件 的 概率 就 是 其 示 性 函数 xa 的 数学 期 望 . 

至 此 ， 我 们 给 出 了 数学 期 望 的 两 种 定义 ， 它 们 之 间 有 什么 关系 
呢 ? 回忆 在 2.1.3 节 中 介绍 的 随机 变量 的 概率 分 布 卫 , 它 是 定义 于 
(8, 大 , 也 ) 取 值 于 (总 , 8) 的 随机 变量 上 在 8 上 引出 的 概率 测度 


F(B)=Pp{teB}, Bew. (1.13) 


注意 (加, 5, 下 ) 也 是 一 个 概率 空间 ， 其 上 随机 变量 ( 即 波 雷 尔 函 数 ) 的 
积分 与 刚才 建立 的 对 测度 P 的 积分 含义 相同 ， 如 下 著名 定理 揭示 了 
数学 期 望 的 两 种 定义 之 间 的 关系 ， 我 们 只 叙述 此 定理 的 一 个 特殊 形 
式 ， 
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定理 1.1 积分 变换 定理 ” 设 £ 为 概率 空间 (大, P} 上 的 随机 
变量 ， 下 为 通过 (1.13) 式 在 8 上 引出 的 概率 测度 ， 则 对 任何 波 雷 


尔 函 数 f(z) 有 
上 f(z)F(dz )= | fet fl (1.14) 


上 式 在 如 下 意 类 下 成 立 ， 如 果 等 式 一 器 积分 有 限 ， 则 另 一 端 也 有 限 ， 
且 二 者 相等 - 


我 们 指出 ， 当 f(z) 为 某 波 雷 尔 集 B 的 示 性 随 数 时 ， 由 积分 定义 
及 红 .13) 式 知 (4.14) 式 为 真 ， 热 后 舟 步 按 积 分 定义 由 简 到 繁 地 讨论 
简单 画 数 ， 非 负 波 雷 尔 销 数 到 一 般 波 雷 尔 陌 数 ， 便 可 得 证 (1.14) 式 正 
确 ， 在 此 不 可 详 述 . 

在 (1.14) 式 中 取 f(z) 一 2 , 则 等 式 的 右 端 正 是 数学 期 望 的 定义 
(1.12} 式 . 而 关于 概率 分 布下 的 积分 就 是 关于 上 的 分 布 通 数 下 {zx) 的 
勒 风 社 -斯 蒂 尔 吉 斯 积分 ， 故 此 时 (1.14) 式 的 左 端 正好 是 数学 期 望 
初等 定义 的 (1.3) 式 ， 定 理 1.1 保证 两 个 定义 是 一 致 的 . 在 通常 的 数 
学 期 望 初等 定义 中 ,不 涉及 随机 变量 的 样本 概率 空间 (2, 下 , PP), 只 采 
用 它 在 相 空间 { 深 , 8,F) 上 的 表现 形式 . 

我 们 顺便 运用 期 望 的 定义 {1.12) 式 证 明 有 关 数 学 期 吾 的 一 个 重 
柳 绪 果 . 


定理 1.3 设 司 9? 为 概率 空间 (8 大, 王 ) 上 两 个 相互 独立 的 随机 
变量 ， 且 才 与 刀 均 可 积 ， 那么 滋 积 &1 也 可 积 ， 且 


Elén) = 五 () El(n). (1.15) 
证 明 : ” 先 仿 定 &,” 为 非 负 简单 随机 变量 
£= Yoixa,, n= 》 byxB;, 
+ 二 1 了 一 1 
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其 中 每 个 Ai 与 B; 为 相互 狐 立 随机 事件 ， 那 么 它们 的 乘积 为 《7 = 
?3》、，oipjXA4 百 ， 故 用 期 望 定 交 知 
二 1 


1 三 1 j 二 


EA 


Elén) = YY ob P(AiB) = YY aibyP(A)P(B,) 


i=1 7 一 二 1 一 1 j=1 
= aP(Ai). YbP(B)) = E(é) Bn). 
4 一 ] j=1 
即 (1.15) 式 对 非 负 简 单 随机 变量 成 立 ， 青 设 上 ,7 为 独立 的 非 负 随 机 
变量 ， 按 (1.5) 式 取 非 负 篇 单 随机 变量 列 {tn} 与 {97w}, 则 { 共 sg 上 是 
对 tn 而 言 是 满足 (1.5) 式 的 简单 随机 变节 列 ， 由 于 与 和 独立 ， 敦 
én 与 Tn 也 相互 独立 ， 从 而 有 


(59) = lim E(énnn) = lim El(én) Elmn) 
= lim B(én) -lim El(nn) = E(é)B(n)} 


并 且 EI6) 与 El) 有 限 保证 了 (tn) 有 限 . 最 后 对 一 般 的 ,7 由 
于 夺 , 与 于 ,07 相互 独立 ， 且 百人 +) EE ), BT), 忆 (Wy) 均 有 
限 . 因为 非 负 情形 (1.15) 式 已 真 ， 放 有 


Elén) = El(€t ~ £7 )(n — nm ) 
= E(E ET) — E(t EN) — E(€ J)EWt) + E(€T)E(Y) 
= E(E(n). 
定理 证 完 . 
实际 上 ,我们 述 有 更 一 般 的 结果 ， 即 通过 乘积 期 望 的 性 质 , 给 出 
两 随机 变量 相互 独立 的 充分 必要 条 和 忻 ， 


定理 1.3 ”概率 空间 (有 2, 开 , P) 上 两 随机 变量 与 9 相互 独立 的 
充分 必要 条 件 是 ， 对 于 使 f(6) 与 g(7) 均 可 积 的 任何 波 雷 尔 函数 fg 
有 

EIf(é)9(m] = EIf(2)] 已 [gf (1.16) 
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证 阴 : 必要 性 由 2.6.2 节 的 定理 6.5 知 了 (E) 与 99] 仍 独 立 ， 
再 运用 定理 1.2 便 得 (1.16) 式 
充分 性 ”对 任何 波 雷 尔 集 Bi 与 Bz, 取 


fr)=xplrl, QZ) 一 时 百 o( 卫 )， 
运用 {1.16) 可 推出 
P{é€ EB,ne Ba}= Elxa(t)xn,(n)l 


= Elxp(t)] Elxs,(m] = P{¢ € B1} P{n € Bo 


此 即 与 9 相 志 狼 立 . 定理 得 证 . 


3,1.3 数学 期 望 的 牲 质 


我 们 继续 讨论 由 (1.1),(1.2) 或 (1.3) 式 所 定义 的 数学 期 望 ， 如果 
{从 ,n) 是 联合 分 布 着 的 随机 向 量 ， 比如 有 联合 密度 函数 p(z， y), 那么 
对 于 而 言 ， 其 期 望 


十 tee 站 十 6 
E(é) =| Th!{r) dr =/ / pL, y} drdy. 
这 就 是 说 ， 分量 上 的 期 望 虐 可 以 用 它 的 边缘 分 布 来 求 ， 叉 可 以 用 联合 
分 布 直接 按 最 后 一 个 积分 求 出 . 离散 型 情形 此 结论 仍然 成 立 . 最 后 ， 
随机 而 量 的 期 望 定 立 为 各 分 量 之 期 望 组 成 的 向 量 . 


作为 积分 ， 数 学 期 望 具备 积分 的 通常 性 质 . 


定理 1.4 假设 所 涉及 的 随机 变量 都 有 有 限 的 数学 期 望 ,我们 有 
1* Ef{c) = oj 

2° E(cé) 一 百人) 

3 EE+H)= EE) + En); 

4 着 之 0, 则 EE 之 0; 

5° 车 &€ 之 5 则 ECE) > ELn). 
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常数 作为 内 有 一 个 可 能 值 的 离散 型 随机 变量 ， 其 期 望 Blc) 二 < 
1 = c. 性 奈 2° 守 外 都 是 积分 中 熟 儿 的 性 质 ， 丰 再 一 一 证 明 . 
如 下 定理 给 出 数学 期 望 一 个 更深 刻 的 性 质 . 


定理 1.5 车 随机 变量 有 分 布 函 数 F(z), 则 对 于 任何 波 雷 尔 
立 数 了 有 


十 ce 
6° E[F(E)) = 上 Fa) dF(z). 


上 式 在 如 下 意义 下 成 立 ， 如 一 方 存在 则 另 一 方 也 存在 ,并 且 二 者 
相等 . 


性 质 6? 就 是 积分 变换 定理 的 (1.14) 式 ， 其 中 (1.14) 式 的 左 端 关 
于 & 的 概率 分 布 的 积分 就 是 关于 其 分 布 函 数 F(x) 的 勤 贝 格 - 斯 
蒂 尔 吉 斯 积分 . 但 是 却 难于 写 出 此 定理 的 初等 证 明 ， 现 仅 就 如 下 特殊 
情形 做 一 说 明 . 

进一步 假设 随机 变量 有 密度 函数 ptz), 且 f(z) 严格 上 天， 有 
连续 可 微 的 反 函数 if), 此 时 ， 按 2.7.2 节 定 理 72 知 n= Fe) 有 密 
厅 中 [站 芭 天 (的 于 是 由 定义 中 (1.2) 式 算 得 ”的 期 望 为 


gm = 三 wet) 二- ff)wla) dr. 


最 后 一 步 用 到 变数 替换 x = hty). 注意 上 述 推 导 已 对 函数 了 添加 了 
很 如 的 展 制 . 不 过 , 定理 1.5 的 离散 型 情形 的 证 明 却 不 难 , 留 作 练 习 . 

性 质 6 是 计算 随机 变量 函数 之 数学 期 望 的 有 力 工具 ， 它 在 多 元 
情形 依然 成 立 - 即 当 (和 如) 有 联合 分 布 函 数 F(x1,……, zn) 时 ， 
对 任何 ”元 波 雷 尔 函 数 六 有 


Bl Ea) = 人 ae ee) 


就 是 说 ， 可 直接 用 ( 纪 ,… ,én) 的 联合 分 布 计算 了 = FE ty 的 
数学 期 望 ， 而 不 必 先 求 9 的 概率 分 布 - 
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有 了 性 质 ,可 分 别 对 离散 型 与 连续 型 导出 定理 1.2. 例如 当 
与 5 分 别 有 密 度 中 数 Pitx) 与 paty) 时 ， 运 用 期 望 的 性 质 6? 可 得 


ea 二 ee 
ECén) = 人 / zypi (x)p2(y) ddy 


十 5 十 ee 
_ / zpi(z) dz / ypz{y) dy = E(E)E(n). 
离散 型 情形 留 作 练习 ， 


3.1.4 期 望 的 报 昭 性 质 


在 概率 论 的 理论 及 应 用 中 ， 经 铝 会 遇 到 随机 变量 序列 {&%} 之 期 
望 的 极限 问题 ， 即 要 考虑 等 式 


lim El¢n) = Ellim én) {1.17) 


成 立 的 条 件 . 由 于 数学 期 望 是 积分 ， 故 问题 的 实质 是 研究 在 什么 条 件 
下 根 限 运算 与 积分 运算 可 以 交换 次 序 . 这 个 问题 在 学 习 参 变 积分 与 函 
数 项 级 数 时 就 有 过 接触 ,而 实 变 函 数论 则 针对 实 函 数 的 积分 系统 地 研 
究 这 个 问题 ， 至 于 对 抽象 空间 中 可 测 函 数 的 积分 的 讨论 ， 则 是 测度 论 
中 的 内 容 .本 节 将 用 尽 可 能 简短 通俗 的 语言 叙述 几 个 重要 结论 ， 为 不 
热 外 这 一 内 容 的 读者 扫 清 今后 学 习 的 障碍 . 

仍然 以 概率 空间 上 缚 机 变量 对 概率 的 积分 ( 即 期 望 ] 为 例 ， 所 得 
和 定理 适用 于 一 般 可 测 函 数 对 一 般 测度 (包括 直线 上 的 勒 贝 格 测度 ) 的 
积分 . 

同 亿 3.1.2 节 关 于 概率 测度 积分 的 定义 ， 当 {tn} 是 非 负 简单 随 
机 变量 的 上 升序 列 时 ， 我 们 将 其 极限 € = lim 6 的 积分 定义 为 


f (plaw) = lm / él)pld), 
人 1 


这 本 身 就 肯定 了 此 时 极限 与 积分 可 以 交换 次 序 ， 即 (1.17) 式 成 立 . 
下 面 先 推广 到 一 般 非 负 随 机 变量 列 的 情形 . 
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定理 1.6 单调 收效 定理 设 随机 变量 序列 {#4} 满足 条 件 
OE SE < hn) Tt Hw), ED, 
则 (1.17) 起 成 立 ， 


证 明 ; ”对 每 个 n> 1 设 {740} 为 定义 刀 (6) 的 简单 随机 变量 
列 ， 它 满足 


0O<n cn < (1.18) 
lim Elnk™] = El(én}. 
令 [oy 
= Vm, k>l (1.19) 


则 作为 个 非 负 简单 随机 变量 的 最 大 值 ， 每 个 6 均 为 非 负 简单 随机 
变量 ， 再 由 {0(} 对 上 非 降 知 { 人 ks} 也 非 峰 ， 并 且 有 


Cn) 
人 ES Ck < Ek, > 1 (1.20) 
Eln, ] < Elcx) < Elér), 


上 式 先 固定 m 令 尺 一 co, 用 (1.18) 可 得 


én 芭 lim Cr <€ 
{2 (én) < lim E(C1) < lim Ben (1.21) 
再 令 7n 一 o0 就 得 到 
lim 6 一 多 


至 此 我 们 得 证 {tn} 是 非 负 简单 随机 次 量 的 非 降序 列 , 并 且 有 lim ep = 
E. 故 用 之 积分 定义 可 得 


E{é) = hm Et(ck), 
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联合 !{1.22) 中 第 二 个 等 式 便 得 (1.17) 式 成 立 ， 证 毕 . 
由 于 此 定理 只 涉及 非 负 情形 ， 我 们 未 对 可 积 性 提出 要 求 . 事实 
上 ， 当 涉及 的 积分 值 为 正 无 穿 时 全 .17) 式 仍 真 ， 


定理 1.7 法 都 引 理 设 {€%} 是 一 随机 变量 序列 
(1) 如 里 存在 可 积 随 机 变量 o, 使 如 > ao, 则 有 


Bllimén) < lim E(tn). (1.23) 


(2) 如 果 存 在 可 积 随机 变量 r, 使 5 < r, 则 有 
Ellimt") > Tim 瓦 (5a)， (1.24) 


和 证明: 【1) 如果 iim Bt) = 十 co, 则 {1.23) 式 已 喜 ， 以 下 设 
lim E(t#,) 有 限 ， 取 


mn = A (és —0), nn 之 1. 
kk 二 1 . 
则 {nn} 为 韭 负 随机 变 量 的 上 升序 列 ， 它 以 im(#&% 一 0) 为 极限 ， 故 
用 定理 1.6 得 


于 


已 [mtes -可 | -am | A é&: - | < lim Be ~ o). (1.25) 
下 二 元 下 
消去 有 限 的 Eto) 就 推出 (1.23) 式 . 
(2) 对 {一 厨 】 用 1) 便 可 得 证 (I.24) 式 ， 定 理 证 毕 ， 
我 们 用 上 述 法 都 引 理 导 出 如 下 最 有 具 广 泛 应 用 的 结果 ， 


定理 1.8 勒 贝 格 控制 收 敏 定理 ” 设 {ex} 为 随机 变量 序列 .如 
果 存 在 可 积 随机 变量 9 使 |En| < 9 且 limen = 6 则 随机 变量 5 可 
积 ， 且 有 

lim Blen) = E(é), (1.26) 
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证 表 : || 疡 蕴含 由 安 3, 喜 芋 可 积 . 取 o = 一 与 T= 二 用 
法 都 引 理 便 得 到 
Elé) < lm E(tn) < lim E(én) < Elé). 


这 说 明 极 限 lim ta) 存在 且 等 于 EES), 定理 至 此 得 证 ， 

有 关 极 限 与 期 望 运算 交换 次 序 的 这 些 定理 , 在 后 面 的 有 关 特 征 画 
数 与 极限 定理 等 内 容 中 将 会 多 次 用 到 , 同时 也 是 今后 学 习 随 机 过 程 论 
的 必 备 知识 ， 


3.1.5 ”常见 分 布 的 期 望 
本 节 计 算 常见 分 布 的 数学 期 望 .注意 我 们 有 时 从 定义 (1.1) 或 
(1.2) 式 由 发 ， 有 时 则 是 利用 性 质 3° 或 6* 来 计算 期 望 
贝 努 里 分 布 随机 变量 5 有 分 布 ， P{E =0} =9, P{E=1} =p. 
则 由 (1.1 式 立 得 五 人 6) = 二 0.9 十 1:p=p. 
二 项 分 布设 服从 二 项 分 布 ， 则 & 可 看 成 是 n 重 贝 努 里 试验 
中 成 功 的 次 数 ， 令 
ce 人 若 第 大 次 试验 成 功 ， 
0， 车 第 次 试验 失败 . 


则 = 并 6 且 对 一 切 心 全 都 服从 参数 为 了 的 贝 妈 里 分 布 ,已 (es) = 
Dp. 用 性 质 3° 便 得 五 [&) = 二 Fo =np 

普 阿 松 分 布 可 由 (1. 1) 式 直接 算出 普 阿 松 分 布 随机 变量 的 期 望 

Ce A Do MKE—1 
E(t = DY ke =~AY -ee *=A. 
() 2 kr” 之 全 二 

普 阿 松 分 布 的 唯一 参数 恰好 是 它 的 数学 期 望 ， 可 见 这 种 分 布 由 其 
期 望 完 全 确定 . 

几何 分 布 从 人 .1) 式 立 得 几何 分 布 随 机 变量 的 期 望 


E(é) = ce ‘p= yo ! 


拉 一 1 下 二 Tn 
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可 见 上 几何 分 布 也 由 其 数学 期 望 完 全 确定 . 
均 习 分 布设 上 服从 区 间 ka 六 上 的 均 汪 分 布 ， 由 定义 (1.2) 式 
直接 算得 


to b 
BE = 人。 sp = = 
注意 (1.2) 式 恰 为 以 p(x) 为 线 密度 的 不 均 句 棱 的 重心 坐标 , 对 于 {a, 仿 


上 的 均匀 棒 ， 其 重心 自 应 是 区 间 的 中 点 (a 十 六 /2. 
正 态 分 布 ” 先 设 随机 变量 上 有 六 (0,1) 分 布 ， 用 (1.2) 式 应 有 





toc Zz _ 2 
/ 读 。 fr. 

注意 此 积分 绝对 收 伍 ， 而 且 被 积 函 数 为 奇 淆 数 ， 它 在 每 个 对 称 区 间 
(a, @) 上 积分 值 为 0, 赦 E(E) = 0. 为 求 一 般 正 态 分 布 的 期 望 ， 令 
7 二 06€ 十 a, 则 服从 NN(a,o?) 分 布 . 用 期 望 的 性 质 3*,2°,1° 可 得 


E(€) = 


Em) =oE(t)+a=o'0+a=&. 


就 是 说 ， N(a,o?) 分 布 中 第 一 个 参数 a 恰 为 此 分 布 的 数学 期 望 
x2 分 布 可 以 按 2.7.2 节 (7.5) 式 给 出 的 密度 函数 ， 直 接 用 定义 

中 (1.2) 式 计算 期 望 ， 我 们 先 对 n = 1 情形 ， 用 性 质 6* 计算 E(E?)， 

其 中 专 是 N(0,1) 分 布 随机 变量 ,， 便 得 自由 度 n 一 1 之 x? 分 布 的 其 


A 2 十 30 x2 2 Vi + 2 
(#°)] = 三 Ie 7 de = =/ 下 < 所 
2 ft 2 3 
一 一 /oy dr 一 一 一 工 一 一 
V:/ Vaye dy J 了 1， 


一 般 地 ，n 个 自由 度 X 分 布 的 期 望 E(w) = n, 即 期 望 值 恰 为 其 自由 


度 ， 这 是 决定 此 分 布 的 唯一 参数 . 
柯 西 分 布设 随机 变量 € 有 密度 函数 





1 
T1222 


p(T) = 


” 150 ， 


注意 到 





十 ec toe 
| iz|plz) dr =|/ 1_ la dx = 十 co， 


下 二 十 了 2 
故 柯 西 分 布 的 期 望 不 存在 , 在 本 书 介绍 的 常见 分 布 中 ， 数 学 期 望 不 存 
在 的 仅 柯 西 分 布 一 种 ， 前 面 计算 的 各 例 均 不 存在 这 个 问题 ,未 一 一 提 
虹 . 


3.1.6 习题 


1. 某 人 有 nn 把 外 形 相似 的 钥匙 ， 其 中 只 有 一 把 能 打开 门 ， 现 一 
一 试 开 ， 直 至 打开 门 为 止 , 试 对 每 次 试 毕 (1) 不 放 回 ; 人 放 回 
二 情形 求 试 开 次 数 的 数学 期 望 ， 

3. 设 随 机 变量 上“ 有 拉 普 拉 斯 分 布 ， 其 密度 函数 为 


1 _， 
P(X) = 及 人 (X > 0), 


求 EE). 

3. 试 求 期 蕊 分 布 (A,7) 的 数学 期 望 . 

4. 在 长 为 a 的 线段 上 任意 独立 地 取 n 个 点 ， 求 相距 最 远 的 两 点 
间距 离 的 期 望 . 

5, 设 & 为 非 负 整 值 随机 变量 ， 其 数学 期 望 存在 ， 求 证 


BE) = ,PI >. 
一 二 
6. 设 F(z) 为 某 非 负 随机 变量 的 分 布衣 数 ， 试 证 对 任 s。 > 0 有 
tan 十 加 
/ x 可 有 (>) - sxs [1 — F(zY| dx. 
心 心 
7. 设 随 机 变量 £ 的 分 布 函 数 为 F(x), 且 4 的 期 望 存在 ， 求 证 
十 2 U 
EE 一 一 五" dr 一 严 灿 ， 
() / [1 — F(z)] fr )a 
8. 设 E 服从 N(a,a2) 分 布 ， 求 二 oe 二 的 数学 期 望 
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9. 设 上 为 柯 西 分 布 C{1,0) 随机 变量 ， 计 算 BE(| 引 入 1). 
10. 设 随 机 变革 £,7 独立 同 N{a,o?3) 分 布 ， 求 证 
BUYv 相 =a+ 霹 

11. 设 随 机 变量 <,n 相互 独立 , 同 服从 g{k;p) 分 布 , 试 求 BEvm)- 

12. 黎 中 有 * 个 红 球 与 5 个 黑 球 ， 现 从 中 任 取 nm 个 球 ， 求 其 中 
红 球 个 数 的 数学 期 望 . 

13. 参加 集会 的 如 个 人 将 他 们 的 帽子 混 放 在 一 起 , 会 后 每 人 任 取 
一 项 帽子 藏 上 ， 以 上 < 表示 他 们 中 戴 对 自己 帽子 的 人 的 个 数 ， 求 E(E). 


14， 设 袋 中 有 2" 个 球 ， 其 中 编导 为 的 球 各 (27) 个 信 二 


0, 1，- -7). 现 不 旅 回 地 不 拆 中 和 任 取 Ire 个 (Cm 所 2"), 求 这 些 球 上 编 
号 之 和 的 数学 期 望 . 

15. 我 中 有 * 个 红 球 与 6 个 黑 球 ， 现 任意 一 一 取出 ， 直 至 取 到 红 
球 为 止 ， 求 取 球 次 数 的 数学 期 望 . 


3.2 其 它 数字 特征 
3.2.1 两 个 引 理 


以 下 介绍 描述 概率 分 布 其 它 特 性 的 数字 特征 , 其 中 包括 反映 随机 
变量 取信 分 散 程 麻 的 数字 特征 , 揽 述 随机 变量 癌 相 依 程 度 的 数字 特征 
等 ,这 些 数字 特征 实际 上 都 是 随机 变量 函数 的 数学 期 望 . 我 们 的 主要 
目标 是 , 选择 适当 的 f, 使 五 [7(6)] 能 刻画 二 之 概率 分 布 的 某 种 特性 . 
由 于 我 们 选用 的 了 常常 是 二 次 函数 ， 故 有 必要 先 介绍 平方 可 积 随机 
变量 族 及 有 关 的 性 质 . 

设 (8, 大, 了) 为 给 定 的 概率 空间 ， 其 上 平方 可 积 和 随机 变量 过 的 全 
体 记 为 

LIL? = L229,F,P) = {é: BE(E?) < 二 oo， (2.1) 


利用 初等 不 等 式 (在 十 9)? 芭 206 十 92) 及 期 望 的 性 质 知 , 若 &, ne LD? 
则 它们 的 任意 线性 组 合 af + Im € 12. 
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由 于 在 大 多 数 情况 下 只 是 研究 事件 的 概率 或 随机 变量 的 积分 (期 
望 ), 此 时 所 水 及 的 命题 都 允许 有 和 零 概 宣 的 例外 . 例如 对 连续 型 场合 ， 
我 们 不 区 分 “ 非 负 值 戎 机 变量 ”与 “ 正 值 随机 变量 ”, 或 者 说 ， 在 不 计 
零 概 率 差 异 意 义 下 可 以 认为 二 者 相同 . 称 这 种 可 以 有 零 概率 例外 集 的 
命题 为 几乎 必然 成 立 的 ， 简 记 为 a.s. 成 立 ， 现在 已 准备 好 介绍 空间 
L* 的 两 条 有 用 的 性 质 . 


引 理 3,1 (6) 二 0 的 充分 必要 条 件 是 去 = 0. a,s. 


证 明 : ”充分 性 不 待 证 . 为 证 必要 性 ， 我 们 用 反 证 法 . 设 P{lE| > 
0} > 0, 则 存在 自然 数 上 使 


P{l#| > =} =e>0. 
以 PZ) 表 专 的 分 布 画 数 ， 则 有 
EC) = 人 maFfz)> / Pl) 
> 忘 P > :| = 2 > 0. 
这 与 B(#?) = 0 矛盾， 引 理 得 证 . 
引 理 2.2 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 设 £,9&24?, 则 


[E(EMD) & 吾 (2)B(99)， (2.2) 
上 式 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 存 在 实数 to 使 
=fé. a.s. {2.3) 


证 明 : ”由 二 对 线性 运算 封闭 知 一 此 € 到 ,于 是 
wt) = Ely ~ tt) = BE(E) — 2tE(€n) + BE() 


古 t 的 实 值 二 次 阔 数 ， 且 对 一 切 + 有 w(t} > 0, 故 其 判别 式 A = 
[有 (7 ”一 忆 (E)B(W) > 0, 此 即 得 证 (2.2) 式 . 等 号 成 立 当 且 仅 当 
会 二 0, 当 且 仅 当 有 唯一 的 to 使 utto) = EE(n 一 如 2 = 0, 再 用 引 理 
2.1 知 ， 当 且 仅 当 存 在 如 使 (2.3) 式 成 立 ， 证 毕 . 


153 . 


3.2.2 方差 


本 节 络 出 播 述 随机 变量 上 取 值 相对 于 均 信 E(E) 的 分 散 程 度 的 数 
字 特 征 ， 以 离散 型 为 例 ，& 的 每 个 可 能 值 zx; 与 其 均值 E(€) 有 偏差 
zi 一 五 人), 如 果 直 接 把 这 些 偏差 对 上 的 一 切 可 能 信和 累加 起 来 那么 正 
负 相 抵消 将 造成 总 和 不 能 反映 取 值 的 分 散 程 度 ， 于 是 改 用 各 候 差 
的 平方 和 来 代表 总 偏差 . 应 用 中 为 保持 单位 的 . - 致 , 有 时 再 取 这 个 总 
偏差 的 算术 根 . 、 

我 们 只 考虑 空间 LY? 中 的 随机 变量 & 以 保证 所 涉及 的 积分 EIE|2 
与 Elé| 有 限 . 事实 上 ， 当 ££ € 于 时 ， 利 用 初等 不 等 式 全 入 1 十 发 
立 得 上 的 期 望 有 限 . 


定义 2.1 对 于 Ee 避 , 称 
D{) = EK - E(AO {2.4) 
为 (及 其 概率 分 布 ) 的 方差 , 而 称 YDIE) 为 其 标准 差 . 
方差 有 如 下 基本 性 质 


定理 2.3 设 £€EL?, 则 有 

1? D{E) =0 当 且 忆 当 £ = EB(#)，a.a;; 

2° DE) = EE) 一 [EC(E)’; 

3° D(cé) = ODE); 

各 fe) = E(t -ce)? 当月 仅 当 ce 二 EB(E) 时 取 到 最 小 值 . 


证 朋 : ”运用 定义 中 (2.4) 式 及 引 理 2.1 立 得 性 质 1°. 将 (2.4 式 
右 方 展开 并 用 期 望 的 线性 性 得 证 2". 由 2° 直接 计算 便 得 3°. 最 后 由 


fcj = El ~ ElE) + EE) ~ of? 


= El — E(é)] + [IE(é} -of 
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可 见 f(c} > D(&), 当 且 仪 当 ec 一 BB(#&) 时 取 等 号 ， 定 理 证 毕 . 
(2.4) 式 在 离散 型 与 连续 型 场合 的 表达 式 分 别 为 


万 个 一》 lei — EC pi, (2.5) 


二 oc 
p= ee- E() pa (2.6) 


注意 ， 者 一 不 均匀 棱 以 pl2) 为 其 线 密 度 ， 则 DE) 是 此 村 以 过 质心 的 
直线 为 轴 的 转动 愤 量 . 方差 的 性 质 和 2 表明 ， 如 果 转 动 轴 故 车 其 它 直 
线 工 = 上 处 ， 则 转动 惯量 f{e) 必然 变 大 . 

可 以 通过 {2.5) 或 (2.6 式 计算 常见 分 布 的 方差 ， 也 可 以 运用 方 
老 的 性 质 2” 来 计算 . 以 下 只 算 三 个 例子 . 


例 2.1 普 阿 松 分 布 的 方差 设 随机 变量 & 服从 p(k; 入 ) 分 布 ， 
已 有 EE) 二 和 ,下面 用 性 质 2° 求 D{tY, 只 要 再 算 E(E?). 由 期 望 的 
性 质 6° 可 得 


A = A 
E(E)= Yk ire "= ok 1)+hire 
k=0 天 一 必 “ 
2 一 点 一 和 名 
一 入 > AZ Te = 一》 十 只 


i=Q j=0 


至 此 得 普 阿 松 分 布 的 方差 D(&) = BE(63) -| 百人 让 = 入， 


例 2.2 正 次 分 布 的 方差 设 £ 服 从 N(a,o?) 分 布 , 已 有 EE(E} 一 
0, 用 (2.6) 式 得 
十 Se 1 fa 
一 — ay 已 2 
= 人 (£ — a 7 “07 dx, 
作 变 数 替 换 立 = {x 一 a)/o, 正好 化 为 3.1.5 节 求 x2 芬 布 期 望 时 算 过 
的 积分 ， 于 是 得 到 
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可 见 正 态 分 布 N(a,o?]】 的 方差 是 此 分 布 的 第 二 个 参数 gz， 从 而 正 态 
稻 布 由 它 的 期 望 与 方差 完全 确定 . 回忆 第 二 章 介 绍 正 态 分 布 时 ， 曾 指 
出 o? 是 此 分 布 的 形状 参数 ， o? 越 大 正 态 密度 项 线 越 平 缓 ， 上 的 取 
值 越 分 散 ， 现 又 算 得 DIE) = oa, 可 见方 差 确实 反映 了 上 取 值 的 分 散 
程度 ， 


例 2.3 xX*(n) 分 布 的 方差 ”已 经 有 此 分 布 的 期 望 五 (E) = n, 再 
由 期 望 的 性 质 6? 得 


十 各 
E(é?) = 人 z2pfzjdz 


1 sl 
一 一 二 一 一 一 于 了 EE dz 
| 221(3) 


= 4 (T+1) :3 =n?+2n. 


再 利用 方差 性 质 2 使 得 D(&) = 十 2n 一 2 = 2n. Xx?(n) 分 布 仅 含 
一 个 参数 ， 即 自由 度 mn 它 杂 是 此 分 布 的 期 望 ， 又 是 此 分 布 方 莽 的 一 
半 . 


注意 在 以 上 三 个 求 方 差 的 例子 中 ， 由 于 愉 涉 及 非 负 对 数 的 求 和 
或 积分 ， 我们 采用 直接 计算 EE() 或 D{&) 的 方法 ， 算得 结果 是 有 限 
的 ， 则 同时 证 明了 € E LY. 只 有 柯 西 分 布 ， 由 于 其 期 望 不 存在 ,方差 
自然 也 不 存在 、 其 余 常 见 分 布 的 方差 可 参见 附 表 I( 常 见 分 布 表 ). 

由 期 望 的 序 性 知 D(#) 之 0, 而 方差 的 性 质 1° 双 表 明 条 件 D(&) > 
0 仅 排 除了 & 恒 等 于 常数 这 个 退化 情形 .以 下 称 使 D(£) > 0 的 随机 
变量 为 非 退 化 随机 变量 . 


定义 3.2 设 £& 为 L? 中 非 退 化 随机 变量 ， 称 


_ € ~ E() 


. DIé 





(2.7) 


9 


为 & 的 标准 化 随机 变量 ， 
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易 见 E(€*)=0 有 8 D(E*)=1. 
例如 ， 正 态 分 布 N(a,o?) 随机 变量 的 标准 化 为 (€ 一 a)/o, 参数 
为 和 的 普 阿 松 随机 变 景 的 标准 化 为 (£ 一 鸭 /V3 等 等 . 


3.2.3 ” 协 方差 阵 


以 下 考虑 多 人 礁 概率 分 布 的 数字 特征 . 首先 , 1 维 随机 变量 【后 ,én 
的 等 个 分 量 # 都 有 自己 的 数字 特征 . 正如 在 3.1.3 节 开 头 所 指出 的 , 既 
可 以 用 边 纤 分 布 也 可 以 用 联合 分 布 求 出 分 量 的 数字 特征 ， 比 如 二 维 
正 态 分 布 ， 由 于 已 得 到 两 个 边缘 分 布 分 别 为 Nla1,o1) 与 N(a2, 02), 
故 参 数 al 与 aa 分 别 是 两 个 分 量 的 数学 期 望 ， 而 92 与 o2 则 是 它们 
各 自 的 方差 . 下 面 着 手 研 究 撒 写 各 分 量 相依 关系 的 数字 特征 . 


定义 2.3” 设 随机 变量 (61,-…,é) 的 每 个 分 量 在 € L?, 称 
cov(éi, £7) = Eltéi — EC)) (Ee; ~ ECé;))] (2.8) 


为 & 号 的 协 方差 , 而 将 nxn 方 隆 B= [Bbiy], 其 中 bi; = cov(&;,£&;) 
称 为 这 个 随机 变 基 的 协 方 差 阵 . 


注意 (2.8) 式 的 右 方 不 过 是 随机 向 量 全,… ,En) 的 某 个 函数 的 
其 望 ， 它 应 当 核 (4 如) 的 联合 分 布 用 期 望 的 性 质 6? 求 出 ， 再 
者 ， 协 方 老 阵 的 主 对 角 线 元 bs; = D(&i). 由 于 假定 6 E L>, 由 柯 西 ~ 
施 瓦 兹 不 等 式 知 每 个 bi; 有 限 . 今后 我 们 将 逐步 说 明 ， (2.8) 式 定义 
的 协 方差 确实 描述 了 6 与 6 的 某 种 相依 程度 . 


定理 2.4 协 方 差 阵 B 有 如 下 性 质 

1 cov(&é7) = BEiE;) 一 五 (百人 让 

2 了 为 对 称 半 正定 阵 ; 

3 Diéit+é;) = D(Ei) + DEEs) 十 2cov(éi, £3;). 


延明 : ”将 协 方差 定 (2.8) 式 右 方 展 开 恒 得 证 1°. 其 次 , 对 一 切 
41] 二 1,… ,nn 显然 有 对 称 性 b;; = Bi 成立， 再 者 ， 对 任意 1 个 实数 
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al,… ,Qn, 利用 数学 期 望 的 线性 与 序 任 便 得 
», >》 id;bi; = >》 ai0)E [és 一 E00}(é; — ElE;))] 


i=1 j=1 i=1 j=1 


一 五 阳 ai( 和 一 zt > 0, 


2 一 ] 
这 表明 如 是 半 正 定 阵 ， 性 质 关 得 证 最后， 直接 按 定义 (2.4) 式 算 
上 ti 的 方 老 ， 并 用 期 望 的 线性 可 得 


Dléi +é) = El +é; — E(ti) - E(é;)] 
= Elti — E(é)] + Elé; — E(E)] + 2El(€; — E(E)N)(é; 一 EE;)) 
= Dl€i) + Déi) + 2cov{és, £7). 
此 即 性 质 3°*. 定理 得 证 . 


例 2.4 回 到 2.5.3 节 的 例 5.5, 试 对 (1) 有 放 同 ; (2) 无 放 回 
两 种 情形 ， 求 两 次 取 数 结果 ££ 与 9 的 协 方差 . 
解 ; 由 于 边缘 分 布 均 为 贝 努 里 分 布 ， 故 有 


B(€) = BO) = 5，D( = DW) = &, 
下 面 计算 cov(#,), 在 情形 (1), 我 们 有 
B(6=0.0. 基 +01 其 +10: 遇 + 二 ~ 车， 
坡 用 协 方 差 性 质 1? 
cov(€,m) = BEWD — E(E)E(WD) = -=0 


在 情形 (2), 由 于 


6 6 6 2 39 
El(ém =0.0.—+0.1. 二 41.0. 二 41.1. 于 二 过 
(#1) 01 20 1 Dt1li = 
所 以 有 
2 4 3 
= ElEn_ EE 一 二 -二 = 二 . 
cov( 用 = BID)- BOBD = 二 -全 = 一 全 
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例 2.5 二 维 正 态 分 布 的 协 方 差 阵 设 信 ,7 服从 二 维 正 态 分 
布 . 已 有 E(t) = a1, E(W = oa, bi = D(E) = of, ba = DW) = 92. 
下 算 协 方差 a = cov(5,)， 家 接 用 定 余 {2.8) 式 的 连续 型 表达 式 并 
作 变 数 替换 
一 亚 一 981 YO 02 
1 : “一 人 
可 得 


十 2 + oe 

TIT2UY 1 2_2 2 

covlé17) = -ed 
2mw 1 一 2 


配方 后 再 令 





便 推出 
t+oo rt 2 42 
cov{é,7) = 2 / / (V1l—r2st+rti)e 二- dsdt 


十 29 2 二 oe 12 
一 Fo 10+r sa edt) = ro10s, 
' | i _ Van 7 


人 
Bp ( of 0 ) 
rogs oa 

本 节 开 头 曾 指出 ， 我 们 的 目的 是 引进 描述 随机 变量 间 相 依 程 度 
的 数字 特征 ， 那 么 ， 由 (2.8) 式 定 义 的 协 方 差 是 否 符 合 这 一 寻求 呢 ? 
回顾 上 述 两 个 例题 的 结果 . 在 例 2.4 的 有 放 同 情形 {1) 中 ， 两 次 取 
出 的 数 上 与 jn 是 相互 独立 的 ， 此 时 殿 有 cov(#,7) = 0， 而 在 不 放 
向 情形 (2), 则 cov(E 四 对 0. 在 二 维 正 态 分 布 中 ， 我 们 算得 协 方差 
cov{&,n) = rol92, 但 前 已 指出 ， 当 参数 r=0 时 与 5 独立， 此 时 
协 方差 也 是 0; 反之 ， 当 cov(&,9) 关 0 时 7r 关 0,E 与 5 不 独立 ， 两 个 
例子 有 共同 的 特点 ， 当 两 个 随机 变量 独立 时 {这 应 当 是 最 松散 的 相信 


系 }, 协 方 差 为 0. 这 至 少 是 协 方差 反映 随机 变量 癌 相 依 程 氏 的 一 个 
例证 . 
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3.2.4 ”相关 系数 


协 方差 是 一 个 有 单位 的 量 ， 比 如 人 分 别 表 示人 人 群 中 任意 一 人 
的 身高 与 体重 ,如果 以 米 泡 单位 ，7 以 公斤 为 单位 ， 则 算出 的 协 方 
盖 以 “ 米 : 公斤 ”为 单位 ， 若 改 用 其 它 单位 ， 则 协 方差 的 数值 可 能 有 
很 大 变化 ， 因此, 在 有 些 场 合 需要 用 不 依 束 度 量 单 性 取 法 的 重 来 表示 
这 一 数字 特征 . 


定 湾 2.4 设 世 为 L? 中 非 退 化 随机 变量 ， 称 
cov(é,7) 


= (2.9) 


Vv DE DD) 
为 志 与 Fg 的 相关 系数 . 当 r+ = 二 0 时， 称 & 与 用 相关 . 
由 定 余 立 得 


_p 5 .1 E(n) 
VD VD 


就 是 说 ， 相 关系 数 是 标准 化 后 的 协 方差 ， 
在 上 述 例 2.4 的 情形 (2) 中 ， 两 次 取出 的 数字 之 相关 系数 为 





一 五 (全 nm). (2.10) 








而 在 例 2.5 中 ， 二 维 正 态 分 布 两 分 量 的 相关 系数 怡 好 是 参数 7. 以 下 
三 个 定理 给 出 相关 系数 的 重要 性 质 . 


定理 2.5 对 空间 L537 中 的 非 退 化 随机 变量 £,7 而 育 ， 其 相关 系 
数 ?€ [-1,1]; "二 1 当 且 仅 当 二 ,4.s; 7 二 一 1 当 有 自 仅 当 


站 ”一 —£*, a.s. 
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证 明 :， 注意 到 {2.10) 式 ， 对 £*,%" 用 柯 西 - 施 瓦 莫不 等 式 (2.2) 


可 得 

"i= | 五 人 本 六) 三 VPID)= 1, 
而 和 且 |"| = 1 当 生 仅 当 存 在 tp 使 9*” = 如上 ,as 至 此 只 要 再 证 明 
to 二 7? 即 完 成 了 定理 的 证 明 . 事实 上， 此 时 有 


+ = E(€°7) = 已 (63 = toB(€**) = to. 


定理 得 证 . 

此 定理 表明 ， 当 jr| = 1 时 ， 在 在 常数 ap 使 咖 王 和 十 钱 ,a.s. 虽 
当 7> 王 1 了 峙 >0 与 为 完全 正 线 性 相关 ; 当 = 一 1 讨 ， 
5<0E 与 了 完全 负 线 性 相关 . 


定理 2.6 ”对 于 空间 无 * 中 非 退 作 随 机 变量 而 言 ， 如 下 四 命题 等 
昼 : 
(1) 《:. 不 相关 ; (2) covté,7) = 0; 
{3}) E(tn) = EEE; (1 DE+D = DE) + Dm). 
证 明 : ”由 定义 2.4 及 协 施 差 性 质 1” 及 3° ( 见 定 理 2.2 ) , 立即 
得 证 这 四 个 命题 的 等 价 性 ， 


定理 2.7 对 于 空间 L? 中 非 退 化 随机 变量 而 言 ， 若 上 与 引 独 
立 ， 则 上 与 9 不 相关 ， 


证 明 : 在 3.1.2 节 定理 1.2 中 已 证 明 ， 当 上, 独立 时 ， 上 述 不 相 
关 的 等 价 条 件 (3) 成 立 、 证 毕 . 

对 于 二 元 正 访 糊 机 变量 ， 此 定理 的 道 也 真 . 即 7 =0 时 ， 二 分 量 
与 刀 独 立 ， 但 对 一 般 徇 与 7, 定理 2.7 的 逆 不 真 ， 即 不 相关 随机 
变量 不 一 定 相互 独立 . 且 看 下 面 的 例 . 


例 26 设 日 为 区 间 (0,2r) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 上 = 
cos 昌 9 二 cos (98 十), 其 中 心 为 常数 ， 本 难 算 出 


B(6) = E(W) =0, D{é) = DW = 了 
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也 可 
1 1 
一 -一 di 一 -cosa. 
Ei{én) / 3 OS COS (r+ a) 7 


故 攻 与 5 的 相关 系数 
Elén) 


”二 PE = cosa. 
于 是 ， 
{1} 当 4=0 时 r=1, 此 时 = cos8 = €. 
(2) 当 4=7 时 7 = 一 1,; 此 时 = 二 cost8 一 7) 二 一 cos0 二 一 #£. 
(3) 当 &= 7/2 时 7==0 此 时 & 二 cos0,% = sin8. 显然 & 与 
7 不 相关 ， 但 是 它们 却 不 独立 ， 我 们 严格 证 明 此 时 €,7 不 满足 如 下 独 
六 定义: 


P{é# E Bi,n ce Ba} 二 Plt 所 Bi1}P1{Y 所 B;}, 性 Bi, Ba € BB. 


事实 上 ， 可 取 Bi = B2 = (0,1/2), 则 有 


P17 < Ba|} = Pp{o < sing < 3} 一 P(e ES (0， 全 LU (ij} 


1 


-= Po<cosg< 3 = Plt € Bi}. 


但 因 {Bi EB2} 二 全, 破 
Plé#EeEB,ne Bs}=0 Plt eBlP{ne Ba}, 
即 攻 与 ;不 是 相互 独立 的 . 


结合 对 定理 2.5 的 讨论 可 知 ， 相 关系 数 ? 原来 是 反映 过 与 了 线 
性 相关 程度 的 数字 特征 ， 当 jr| 取 到 其 最 大 值 1 时 ，& 与 以 概率 1 
成 线性 关系 . 当 |?| 取 其 最 小 值 0 时 ， 才 与 5 不 相关 ， 即 不 存在 线 
性 关系 . 但 此 时 可 以 有 其 它 相 依 关系 ， 所 以 不 一 定 是 相互 独立 的 . 例 
如 对 上 例 中 的 & = cos 昌 与 六 = sin9, 它们 不 相关 只 是 不 存在 线性 关 
系 , 但 是 有 非 线 性 关系 台 十 达 = 1, 即 它们 的 值 共存 于 单位 网 周 上 . 
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3.2.5 条 性 数学 期 望 与 最 优 预 测 


在 2.6.1 节 我 们 已 介绍 了 随机 变量 的 条 件 分 布 . 一 般 地 ， 对 任何 
有 正 概率 的 事件 B, 定义 随机 变量 关于 事件 召 ( 即 给 定 B 已 发 生 ) 
的 条 件 分 布 荡 数 为 


F(z|B) = P{é < zB} = 2 


注意 对 固定 的 马 ,F(z|B) 也 是 一 个 分 布 沙 数 ， 因 此 可 以 考虑 对 它 的 勒 
只 烙 - 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 . 


定 光 2.5 如 果 相 应 的 积分 绝对 收 艾 ， 则 称 
Toe 
sp)= 人 zdF(z|B) (2.11) 


为 已 知 B 发 生 后 《 的 条 件数 学 期 望 . 特别 取 BB = {mm = 人 让, 称 
{tn 二 YY} 为 给 定时 的 条 件 期 望 


对 离散 型 与 连续 型 的 随机 向 量 愤 , 们 ,BE 一 及 分 别 化 为 


Eltln = yi) = 2 wiP{é = til = Y;}, (2.12) 


十 ee 
Edém=W=/ =pfz= 切 dz (2.13) 


由 于 当 &,% 相互 独立 时 ， 条 件 分 布 等 于 无 条 件 分 布 ， 此 时 条 件 期 望 
E(tin = 二 切 与 无 条 件 期 望 Ft&) 相等 ， 再 者 ， 与 无 条 件 期 望 相 似 ， 对 
随机 变量 的 波 雷 尔 函 数 gt4), 可 用 期 望 的 性 质 6° 算 g{&) 关于 了 = 了 7 
的 条 件 期 户 


二 eo 
Elg(e)In = = / g(r) aFtzln = y). 
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特别 ， 当 & 平方 可 积 时 ， 取 gf 和 = 攻 一 至 (5 = 芒 ”， 则 得 到 给 定 
7 二 YY 后 & 的 条 忻 方差 


Dleln = = E{(- BEéln = ln = 由 区 


例如 ， 对 于 单位 圆 内 均 久 分 布 的 随机 向 量 (#.7), 当 | 由 之 1 时， 由 
于 的 边缘 分 布 pz(W) = 0 故 在 ?三 2 条件 下 二 的 条 件 分 布 无 
定义 ， 当 然 妃 没有 条 件 期 望 . 当 |y| < 工时， 给 定 9 一 3 后 去 上 服 
从 区 间 (-wIT = 好,vIL -她 ) 上 的 均匀 分 布 (参见 2.6.1 节 ), 故 给 定 
n 二 yE(-1,1) 时 的 条 件 期 望 与 条 件 方差 分 别 是 
1— uy 

3 
又 如 二 维 正 态 随 机 变量 位, 由, 由 2.6.1 节 的 (6.4) 式 知 ， 给 定 97 二 y 
时 上 的 条 件 期 望 与 条 件 方差 分 别 是 


FE(Em 办 二 oa 十 rc -oa)， (2.16) 
U2 





En == DEN=D= (2.15) 


Dn = = eol- 一 rr) 

一 般 地 说 ,给 定 = 二 9 后 的 条 件 期 望 应 当 是 的 可 能 值 y 的 
图 数 ， 记 之 为 中 = BE(&In 二 功 , 再 将 9Y 用 了 代 回 ， 就 得 到 一 个 证 
机 变量 eft9j 相应 地 记 站 三 五 (四 .就 是 说 ， ECEIm) 是 随机 变量 
7 的 这 样 一 个 萄 煞 ， 当 了 = 中 有 时， 王公 | 有 对 应 的 值 应 是 由 【2.12) 或 
(2.13) 式 定义 的 五 (|7 = 四 ， 我 们 称 EEE) 为 关于 1 的 条 件 期 
望 . 同 理 ， 可 定义 E98) 以 及 D&D Dein). 

条 件数 学 期望 E(t&|In) 在 概率 论 的 理论 与 应 用 上 起 着 重要 的 作 
用 . 它 具 备 与 初等 数学 期 望 E(#) 相 类 亿 的 线性 ， 序 性 等 一 序列 性 
质 . 限于 篇 幅 ， 在 此 不 能 详 述 ， 我 们 只 介绍 如 下 初等 概率 论 中 有 用 的 
性 质 . 


定理 2.8 全 期 望 公式 设 性 ,9 为 联合 分 布 的 随机 变量 ， gf 
为 可 积 随机 变量 ， 则 有 


E{Elg(é)|7)} = El9(é)]. (2.17) 
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证 明 : ”很 定 对 ,9 是 连续 型 的 ， 丰 联合 密度 画 数 pfz,z), 那么 对 
p(n) = El9(é&)19] 用 期 望 性 质 6? 可 得 


三 六 gz)plrhn = ) dr| p2{W) dy 


-/ 一 / 册 gz)p(zW) drdy = Bo 人 


十 oo 
PE[B{fy(eoj = / Elg(é) ln = ylpz(y) dy 


(2.17) 式 得 证 . 离散 型 情形 证 明 类 似 ， 留 作 练 习 ， 定 理 证 毕 . 

全 期 万 公式 (2.17) 表明 ， 条 件 期 望 { 作 为 -… 个 随机 变量 ) 的 期 望 
等 于 无 条 件 期 望 . 如 果 将 这 个 等 式 反 过 来 ， 它 就 象 全 概 公 式 一 样 有 着 
广泛 的 应 用 . 概括 地 说 , 当 我 们 需要 求 较 复杂 的 随机 变量 g(£) 的 期 望 
时 ， 可 以 借助 于 另 一 适当 的 随机 变量 w, 化 无 条 件 期 望 为 条 件 期 望 ， 
往往 可 以 使 问题 容易 解决 . 


例 2.7 巴格达 窗 冉 问 同 一 窃贼 被 关 在 有 3 个 门 的 地 第 中 .其 
中 第 1 个 门 通 向 自由 ， 出 这 个 门 后 走 3 个 小 时 便 回 到 地 面 ; 第 2 个 
门 通 向 一 个 地 道 ， 在 此 地 道中 走 5 个 小 时 将 返回 地 牢 ， 第 3 个 门 通 
向 一 个 更 长 的 地 道 , 沿 这 个 她 道 走 ? 个 小 时 也 回 到 地 牢 . 如 果 窃 贼 每 
次 选择 3 个 门 可 能 性 总 相等 ， 求 他 为 获 自 由 而 奔走 的 平均 时 间 长 . 


解 : ” 设 窃贼 需 走 个 小 时 到 达 地 面 ， 并 设 ? 代表 窃贼 每 次 对 3 
个 门 的 选择 ， 各 以 1/3 的 可 能 性 取 值 2 3. 运用 全 期 望 公式 得 


已 和 一 BBC] = 2 Eléhn = 习 P( = 


注意 到 
Eléln= 1)=3, Etn=2)=5+E(), 
EEln = 3) =7+ E(E). 
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其 中 ,例如 (#9 = 2) = 5+ 五 全 ) 是 因为 , 当 他 选 第 2 个 门 走出 5 个 小 
时 以 后 , 他 将 同 到 地 审 , 处 境 与 开始 时 完全 一 样 . 连同 王妃 三 计 一 173 
代 回 便 可 得 到 


EGG) = sl +5+E(é)+7+ Ee) 

于 是 有 E(E) = 15 (小 时 )， 即 平均 地 说 ， 窃 贼 将 在 15 小 时 后 获得 自 
由 . 

例 之 号 ” 设 随 机 变量 £ 有 蜜 诬 旺 类 

Pifz] = Mr e zz>O. 

随机 变量 ;在 区 间 (0, 上 均 久 分 布 ， 试 求 E009) 及 Eln), 

解 : 因 z > 0 时 ， E(n|E = 2) = zj/2, 故 (mE) = /2. 再 用 全 
期 望 公式 (2.17) 得 

一 -一 _ 1 Wa 衬 匀 一 久 焉 
Em = EB = 百人 | 一 工人 )az2e- 和 dz， 
2/ 2 
号 入 A 

我 们 在 习题 2.6.3 的 第 5 题 中 求 过 的 密度 函数 ， 9 应 服从 以 入 为 
参数 的 指数 分 布 ， 据 此 也 可 得 相同 的 结果 EE(n) 一 1/ 和 


例 2.9 将 成 功率 为 p 的 贝 努 里 试验 独立 地 重复 99 次， 7 是 与 
每 次 试验 结果 相 独 立 的 随机 变量 ， 它 服从 参数 为 A 的 普 阿 松 分 布 . 
试 求 其 中 成 功 次 数 & 的 数学 期 望 . 


解 对 每 个 自然 数 此 , 令 


= {1 车 第 上 次 试验 成 功 ， 
【0， 若 第 让 次 试验 失败 . 


则 {tr} 为 独立 的 随机 变量 序列 ， 它 们 司 服从 贝 努 里 分 布 ， 且 有 上 = 
A 全 问题 化 为 求 随机 多 个 独立 同 分 布 随机 变量 之 和 的 数学 期 望 . 


我 们 介绍 以 下 一 般 结 果 : 
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十 ee : 
一 去 上 ui e+*du= Lr(s) 一 Li 
由 


定理 2.9 随机 多 个 随机 变量 之 和 的 期 望 ” 候 设 {84} 为 相互 独 
立 的 随机 变量 序列 , 它们 都 与 某 个 可 积 随 机 变 基 上 同 分 布 . 如 时 由 为 
取 值 自然 数 的 随机 变量 ， Eln) 有 限 且 了 与 每 个 台 独立 ， 那 么 我 们 


有 
(Po) -a (MECE). (2.18) 


证 明 : ”利用 全 期 望 公 式 (2.17) 便 得 证 


es ee) 


= »_ Pln = n)E 要 如 他 = " 


k=1 


= 》、 Po- n) 二 et 


1+ 二] 只 一 ] 


= > npP{n = n}E() = E(n) EE). 


守 二 1 


运用 (2.18) 式 立 得 例 2.9 的 解 为 


E(é€) = (2 4)- E(ME(ér) = hp, 


这 个 结果 与 2.3.2 节 的 例 3.2 中 导出 的 普 阿 松 分 布 在 随机 选择 下 不 变 
是 一 致 的 . 
关于 随机 多 个 随机 变量 之 和 的 方差 , 在 定理 2.9 的 条 件 下 有 如 下 
计算 公式 : 
2 (> &)- E(n) DE) + DE. (2.19) 


我 们 将 在 下 节 运 用 母 函 数 给 出 此 式 的 一 个 证 明 ， 
条 件数 学 期 望 可 用 来 解决 一 类 最 优 预 测 问题 , 即 联 合 分 布 随 机 向 
量 之 各 分 量 问 的 预测 问题 . 比如 大 的 身高 上 与 体重 在 一 些 青年 中 
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有 一 个 流行 的 公式 是 二 《一 110, 其 中 & 以 厘米 为 单位 ， 而 9 以 公 
碑 为 单位 . 可 以 拿 它 作为 用 身高 预测 体重 的 公式 . 但 是 ,为 了 评价 这 
个 预测 公式 的 好 坏 ,就 要 所 出 一 个 标准 , 要 明确 追求 什么 样 的 目标 . 
没有 目标 西数 的 育 目 预测 显然 是 毫 无 意义 的 . 采用 “ 均 方 误差 达到 最 
小 ”作为 目标 ， 我 们 给 出 如 下 结果 . 


定理 2.10 设 € 与 是 联合 分 布 着 的 平方 可 积 随 机 变量 . 如 果 
以 f(D 作为 & 的 预测 ， 其 中 f 为 波 雷 尔 是 数 ， 那 么 ， 使 预测 之 均 方 
误差 EE 一 了 (J? 达到 最 小 的 了 应 是 fn) = EB 人 |). 


证 明 : ”我 们 以 连续 型 为 例证 明 这 一 定理 ， 和 假定 (£,7) 有 联合 密 
度 函 数 p(x,y) 及 边缘 密度 pi(x) 与 pz(z), 利用 全 期 望 公式 (2.17) 可 
知 ， 目 标 函 数 
EK — fF = E{EK ~ f(n)]?In} 


十 oo 
=/ E(k fn =y) p(w dy. 


回忆 3.2.2 节 的 定理 2.3 及 其 后 的 讨论 ， 吾 ( 医 一 天 细 ]2m = 是 已 知 
7 一 条 件 下 《的 条 件 分 布 关 于 直线 x = fl 四 为 轴 的 转动 惯量 ， 由 
方差 的 性 质 4? 知 ， 当 且 仅 当 f(y) = 吾 人 9 = 切 时 它 达到 其 最 小 值 
DENn 二 功 : 再 因 ma( 级 非 负 ， 便 得 证 f(n) = 五 (El 使 Elé 一 了 (nm)]? 
达 最 小 .定理 矢 证 . 

于 是 ， 当 (&,?) 为 例 28 中 随机 向 量 时 ，&/A2 是 对 7 的 最 忧 预 
测 . 当心 ,9] 为 二 元 正 态 随 机 向 量 时 ， 册 (2.16) 式 知 


f(n) = al 十 ro — a2) 


是 对 分 量 & 的 最 优 预 测 . 注意 ， 正 态 情形 的 最 优 预 测 是 线性 预测 ， 就 
是 说 ， 从 整个 波 雷 尔 函数 类 中 选择 f 使 均 方 误差 召 E 一 f(z? 达到 
最 小 ， 等 价 于 从 线 任 函数 类 中 所 选 出 的 最 优 预 测 ， 这 一 性 质 在 概率 论 
的 应 用 中 十 分 重要 . 
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3.2.6 .和 矩 


以 上 运用 随机 变量 的 一 ， 二 阶 矩 ， 给 出 了 歼 学 期 望 ， 方差 污 协 方 
差 这 三 种 最 重要 的 数字 特征 . 如 果 需 要 进一步 研究 更 精细 的 数字 特 
征 ， 则 尖 计 算 随 机 变量 的 高 阶 算 . 


定义 2.6 ”如 果 BIE < 二 oo, 则 称 mk = EB(E*) 为 随机 变量 
纪 (及 其 分 布 ) 的 大 阶 原点 矩 , 而 称 cs = EE 有 E 一 瑟 (E)] 为 随机 变量 #( 及 
其 分 布 ) 的 刻 阶 中 心算 , 


显然 ， 数 学 期 望 是 一 阶 原点 矩 rmi, 方差 是 二 阶 中 心 矩 cz. 运用 初 
等 不 等 式 必 入 1+ 人 st+l 知 ， 若 随机 变量 的 高 阶 矩 有 限 ， 则 其 低 
阶 和 矩 也 有 限 ， 

直接 计算 可 得 和 扼 ， 原 点 矩 与 中 心 矩 可 以 相互 表 出 : 


定理 2.11 当 召 攻 | < 上 oo 时 有 


丰 
ck 一 2, @) (一 ma 和 il (2.20) 
= 机 
与 
ny | 
m= (om (2.21) 
二 一心 
例 2.10 正 访 分 布 的 最 点 矩 设 二 服从 六 [01) 分 布 , 则 对 在 何 
自然 数 nn 有 





二 总 
1 £2 
三 2 2 7 dr < 十 co， 


故 当 n= 2k 一 1 为 奇数 时 mak-1 一 人 当 n= 2 为 偶数 时 





Dk 十 25 


te- efdt 2 Fk+ !) 
一 本 一 一 一 一 一 
VT Jo vn 2 


= (2k— LY2E ~ 3)....- 3.1 = (2k— 1)}. 


3.,2,7 习题 


1. 求 习 题 3.1.6 第 1 题 中 的 方差 . 

2. 求 习题 3.1.6 第 2 是 中 的 方差 . 

3. 求 习题 2.5.5 第 1 题 中 #,1 的 协 方差 . 

4. 求 习题 2.5.5 第 6 题 中 ,1 的 协 方 老 . 

85. 试 求 二 项 分 布 的 方差， 

6. 禾 中 有 编号 1 至 mn 的 3 张 卡 片 现 从 中 任 取 出 m 张 ， 试 对 
(1) 有 放 回 ; (人 2) 不 放 回 (m < n) 二 情形 求 m 张 卡片 上 编号 之 和 
的 方差 . 

7， 求 习题 3.4.6 的 第 13 题 中 戴 对 自己 帽子 的 人 数 上 的 方差 
(n> 1). 
8， 设 随机 变量 (#,w, 人) 有 联合 密度 请 数 


plix,y,2) = (tyY)2e O<TYyT1, zz»0. 


求 此 随机 变量 的 协 方差 阵 . 

9. 设 随机 变量 名 ,Errna (mn < ny 是 独立 同 分 布 的 ， 它 们 有 
有 限 的 方差 . 求 吕 = 在 十 十 ;与 六 二 wy41 十 一 十 yn 之 同 的 
相关 系数 . 

10. 设 志 7 都 是 只 有 两 个 可 能 值 的 随机 变量 . 试 证 , 车 £,n 不 相 
关 ， 则 名 与 1 独立. 

11. 设 平方 可 积 随 机 变量 上 的 密度 明 数 为 偶 函 数 ， 坛 证 《与 | 
不 相关 ， 人 得 它们 不 相互 独立 ， 

12. 袋 中 有 N 个 球 ， 其 中 白 球 数 r 为 随机 变量 ， (7) = mn. 现 
从 玖 中 有 放 加 地 尾 取 m 个 球 ， 求 取出 的 白 球 个 数 的 数学 期 望 . 
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13. 设 随 机 向 量 愤 ,D9) 有 联合 密度 函数 


1 _=_ 
Pz =e ™ 2 TY >>， 


求 ELE&Im) 及 DIEID). 
14. 设 某 和 矿山 在 一 个 月 中 发 生 事故 数 服 从 普 阿 松 分 布 ， 其 参数 ^ 
是 有 如 下 分 布 前 随机 变量 
2 3 ， 
(1) (0 oa) (2) palt)] = ee ', t>0. 
求 此 矿山 在 一 个 月 中 无 事故 的 概率 及 怡 发 生 3 次 事故 的 概率 . 
15. 设 随机 同 量 (#,1) 的 联合 密度 消 数 为 


| 
pz 划一 了 DO<2<y 


求 BES|). 

16. 设 随机 变量 和 在 区 间 {0,1) 上 均匀 分 布 ， 对 下 > 1, 若 已 知 
tk = Th 则 各 + 在 区 间 (zkyzk 十 1】 上 均 铝 分布 ， 求 EB(én). 

17. 试 证 对 任何 平方 可 积 的 随机 向 量 (£,m) 有 


D(é) = ELD(ED] + DLECSID)]. 


18. 试 证明 本 节 定 理 2.11. 
19. 试 求 参数 为 和 A 的 指数 入 布 的 让 阶 原点 算 mk. 
20. 试 求 Ye(m] 分 布 的 上 阶 原 点 矩 mp. 


3.3 和 母 郴 数 
3.3-1 ”定义 与 例 


分 布 范 数 及 其 密度 无 疑 是 措 述 随机 变量 概率 规律 的 最 有 力 的 工 
其. 尤其 是 它 具 备 明确 的 概率 含义 ， 故 运用 分 布 通 数 可 以 方便 地 解决 
许多 与 随机 变量 有 关 的 概率 问题 ， 正 是 由 于 这 一 点 ， 标 准 的 概率 论 教 
科 书 的 大 部 分 内 容 都 是 用 分 布 函 数 来 阐述 的 . 但 是 ， 在 今后 的 一 些 论 


1 人 : 


题 中 ， 分 布 函 数 也 表现 岂 某 种 不 足 . 例如 ， 分 布 画 数 本 身 的 分 析 人 性 质 
不 大 好 ,， 它 只 是 一 个 单 边 连续 的 有 界 非 隆 详 数 . 又 如 ， 独 立 随机 变量 
和 的 分 布 清 数 等 于 各 分 布 阔 数 的 着 积 ， 这 在 计算 上 带 来 不 少 麻烦 . 而 
独立 和 问题 是 近代 概率 论 中 一 个 重要 研究 课题 . 再 如 . 按 分 布 函数 分 
型 ,离散 型 与 连续 型 泾 渭 分 明 . 但 是 象 正 态 分 布 这 种 最 重要 的 连续 型 
分 布 ， 它 的 极限 都 可 以 是 退化 到 一 点 的 离散 型 分 布 ， 此 时 ， 无 法 用 分 
布 函数 给 出 统一 的 表示 式 . 以 上 例证 说 明 分 布 函数 不 能 适合 我 们 的 某 
些 需 要 ,而 必须 引用 其 它 工具 作为 补充 我们 先 对 非 负 整 值 随机 变量 
建立 其 母 丙 数 . 


定义 3.1 对 任何 实数 列 和 pw}, 如 果 寡 级 数 
G(s) = 》》 pns” (3.1) 


n= 


的 收 敏 半径 so > 0, 则 称 G{s) 为 数列 {pn} 的 母 函 数 . 特别 当 {p.} 
为 某 非 负 整 值 随 机 变量 上 的 概率 分 布 时 ，(3.1) 式 至 少 在 区 间 [一 1, 1 
上 绝对 收 襄 上 有 一致 收 仑 ,此 时 有 


G(s) = E(s), 
称 此 G(s) 为 随机 变量 & 或 其 概率 分 布 {pn,} 的 母 函 数 . 
由 阜 义 易 求 常见 分 布 的 母 画 数 . 
例 3.1 普 阿 松 分 布 的 母 函 数 


a oo 
G(s) = D> stp(k: A) 二 9 sx 一“ 一 eof 一 1 
玉 一 心 “ 


不 三 人 0 


此 级 数 在 8 Et 一 oo, 十 oo 上 收 敦 . 
例 3.3 几何 分 布 的 母 函数 
G(s) = sg(hip) = sar!lp= eo 


3 
让 二 1 上 二 1 1 和 9 


由 于 此 级 数 当 且 仅 当 lgs| < 1 时 收 襄 ， 故 几何 分 布 之 母 函 数 的 收 族 域 
为 区 间 (一 1f9,1/9). 
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母 阻 数 G(3) 显然 由 概率 分 布 通过 {3.1) 式 唯一 确定 . 反 过 来 说 ， 
由 于 G{3) 吝 少 在 区 疝 (-1.1) 内 可 逐 项 求 n 阶 导 数 ， 再 令 s=0 便 
得 

pn = ~G™(0). (3.2) 


这 说 明 {pw} 由 其 母 函 数 G(s) 按 (3.2) 式 唯一 确定 ， 实 际 .上 (3.2) 是 
(3.1) 的 反 演 公式 . 至 此 得 知 非 负 整 值 概 率 分 布 {pw} 与 其 母 画 数 Gt{8) 
是 一 一 对 应 的 ， 故 母 画 数 可 以 作为 描述 这 种 分 布 的 一 个 工具 . 

回忆 以 分 布 函数 刻画 概率 分 布 时 , 期 望 与 方差 等 数字 特征 都 是 通 
过 对 分 布 是 数 的 积分 耐 求 出 的 , 下 面 的 定理 表明 , 可 以 通过 求 母 函数 
G(s) 在 s = 1 处 导数 来 计算 整 值 概率 分 布 的 数字 特征 . 


定理 3.1 设 非 负 整 秆 随机 变量 * 的 母 男 数 为 G(s}. 如 果 E(&) 
与 E(t2) 有 限 ， 那 必 
CH = EC(é), (3.3) 


G"(1) = E(€?) — E(é). (3.4) 


证 朋 : 将 (3.1) 式 逐 项 求 导 得 到 


Ps iD 


C (3) 一 Dns™ lpn, G"{s) 一 》, n(n — 1)s" 2p,, 
这 一 心 亿 一 心 
(3.1) 式 右 方 级 数 在 区 向 (--1;,1 内 的 一 致 收 误 性 保证 上 述 求 导 至 少 
在 这 个 区 间 内 可 行 ， 而 EE(&) 与 E(G2) 有 限 则 保证 求 导 后 的 两 级 数 在 
s 二 1 处 收 葡 ， 从 而 其 和 函数 连续 ， 至 此 (3.3) 与 【3.4] 式 得 证 . 


3.3.2 独立 和 的 母 函 数 


对 于 相互 独立 的 非 负 整 值 随机 变量 ， 我 们 已 经 在 2.7.1 节 中 讨论 
过 其 和 的 分 布 ， 导 出 了 离散 卷 积 公 式 ， 如 下 定理 表明 ， 母 函数 可 将 卷 
积 化 为 普通 的 乘积 ， 从 而 简化 了 计算 . 
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定理 3.2 设 59 为 相互 独立 的 整 值 随机 变量 ， 它 们 分 别 有 概 * 

率 分 布 {ew},{bw} 及 对 应 的 母 落 数 A(s),B(s). 则 它们 的 和 € 十 ”的 
母 函 数 为 

C(s) = Ats) B(s). (3.5) 


证 了 明 ; ”由 于 母 涌 数 4(s) 与 B(s) 在 区 间 [一 1,1| 上 绝对 收 误 且 
一 致 收 租 ， 故 在 此 区 间 上 内 它们 的 滋 积 为 


Ats) Bls) 一 yous “ ys 一 SS ob her 
站 1=0 


1 二 DD k=D 


上 式 的 右 方 是 数列 全 ob | 的 母 函 数 ， 但 由 离散 卷 积 公 趟 知 
天 一 心 


P{E+n=nR}= DY akBpn_ kh， n=0,1,2,.... 
六 一 站 
由 母 函 数 的 唯一 性 就 证 明了 4A(s) B{s) 是 + 的 母 函 数 , 定理 证 完 . 
反复 运用 (3.5) 式 可 得 ， 如 果 &1,… ,én 相互 独立 ， 有 共同 的 本 
函数 G(s), 那么 它们 的 和 过 名 的 母 函 数 为 [G(s)]*. 现 应 用 这 个 结 
一 】 


论 求 二 项 分 布 的 母 函 数 . 


例 3.3 二 项 分 布 的 母 殉 数 设 二 服从 68ima,p) 分 布 ， 周知 ，E 
可 代为 叶 个 相互 独立 的 员 努 里 随机 变量 之 和 上 = 》 总, 每 个 总 的 


kk 二 1 


母 丽 数 P{s) = 9s" + ps = g++ ps, 故 用 定理 3.2 得 上 的 母 函 数 为 
Gis)= [Pa = (9+ps)", ace 一 co 二 co). 


骨 设 和 是 与 上 述 & 独立 的 随机 变量 ，? 服从 5(k; ra:pD) 分 布 , 其 母 
函数 F(s) = (9 十 ps)™.， 由 定理 3.2 知 志 十 的 母 函数 为 G{s)F(s) = 
(9+2psj ,用 母 函 数 的 唯一 性 得 证 十 了 服从 本 让 到 十 mm 可 分 布 . 
至 此 ， 我 们 再 次 证 得 2.7.1 节 例 7.1 中 的 结论 . 


下 面 介 绍 一 个 运用 母 画 数 求 概率 的 例题 . 
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例 3.4 撕 均 锐角 子 5 梭 ， 求 点 数 和 为 15 的 概率 . 


解 以 总 表示 第 ;校服 子 搓 得 的 点 数 ， 则 61,…-,&5 为 相互 独 
立 的 随机 变量 ， 它 们 都 服从 1 友 6 这 5 个 数 上 的 等 可 能 分 布 。 因 此 
每 个 总 的 母 晒 数 均 为 


1 , 
G{s) = Bts+ 十 3 十 二 8 十 8)， 5E[ 一 oo 十 oo)- 


用 定理 3.2 知 ， 点 数 和 和 & 的 母 函 数 为 [G(s)]5， 于 是 所 求 概率 怡 为 
[G(s 展开 式 中 sls 项 的 系数 p15; 注意 到 | 


5 5 
宁 
(GO) = tse te te + = (1 ~ 3) (1 — 5) 


5 
= ml 一 585 十 10s!? 一 10s18 + 5s24 — s30). 
(1 十 十 90s4 十 .十 1001s10 十 .小 ， 
故 所 求 概 率 为 


651 
7776 


下 面 考虑 随机 多 个 非 负 整 值 随机 变量 之 和 的 母 函 数 . 
定理 3.3 设 从} 为 相互 独立 的 非 负 整 值 随机 变量 序列 ， 它 们 
有 共同 的 母 函 数 G(s). 如 果 9 是 另 一 非 负 束 值 随机 变量 ， 其 母 函 数 
为 Fls). 那么 当 1 与 每 个 bh 均 独 立时 ， 二 = 辫 &k 的 母 函 数 为 
二 1 


1 
P15 = 65 (1001 —5x70)= 


H(s) = F[G(s)]. (3.6) 
证 朋 : 用 全 期 望 公式 及 (3.5) 式 立 得 的 母 画 数 
E( #8°) = ElE{ st|m)] 


= DP{n=n}E(sth =n) 
性 二 由 


ll 


Hls) 


= 》 P{n=n}G(s)" = F[G(s)). 


于 一 眉 


定理 证 毕 ， 
如 果 所 涉及 的 随机 变量 均 可 积 ， 将 (3.6) 式 对 s 求 导 可 得 


H'(s) = F'[G(s)] G(s). (3.7) 
令 sa 二 1, 注意 到 G(1) = 1 并 运用 (3.3) 式 可 得 
E{é€) = EQ EE). 


于 是 对 非 负 整 值 分 布 情形 证 明 上 节 的 {2.18) 式 . 将 {3.7) 式 再 次 对 8 
求 导数 得 


H"(s) = PF'IG(S)G"(s) + F’"IG(s)IG’ (Cs). 
令 。==1, 运用 (3.3) 及 (3.4) 式 可 推出 
E(é?) - BE(E) = E(ME(E?) — E(n) EEi) 


t+E(T)EED) ~ ELE(E))’, 


于 是 有 
D(E) = E(MD(E) + DONLE(E). 


这 就 是 上 节 {2.19) 式 . 我 们 以 母 消 数 为 工具 ,得 到 非 负 整 值 随 机 变量 
情形 的 简捷 证 明 . 


3.3.3 习题 
1. 求 下 列 概率 分 布 {pk} 对 应 的 母 函 数 : 
Pp 一 入 
(1) pr = FI 6 下 一 1,2,...; 


(2) 天 一 2 一 后 + k=0,1,.,N. 


2. 求 巴 斯 卡 分 布 ftk;7,p) 的 母 卫 数 ， 并 用 母 画 数 求 其 期 望 与 方 
差 . 
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3. 设 非 负 整 值 随机 变量 的 母 函 数 为 GIs), 对 非 负 整 数 m,n 求 
még 二 +n 的 坪 滑 数 . 

4. 某 城镇 共有 1000 辆 汽车 ， 有 牌照 号 日 000 全 999. 试用 母 肖 数 
求 在 此 城 街 上 往 遇 一 汽车 ， 其 牌照 号 数字 之 和 等 于 9 的 概率 ， 

5, 假定 某 公 共 汽 车 站 在 [0, 妇 内 来 到 的 习 客 批 数 9 服从 参数 为 
站 的 普 阿 松 分 布 (X > 中 . 如 果 各 秽 来 到 顾客 人 数 相 互 独立 ， 且 来 另 
个 乘客 的 概率 均 为 pn (2 = 2 … 小 试 求 上 0 攻 时 段 内 来 到 汽车 站 乘 
客 数 寺 的 母 卫 数 与 数学 期 望 . 

6. 假定 非 负 整 值 随机 变量 & 的 母 函数 为 G(s). 试 求 数列 
(Lan = P{E < Rn}; (2] 55 一 PP{E 一 2n} 对 应 的 母 函 数 . 

7. 甲 与 乙 琴 人 各 抛 锤 均匀 硬币 m 次 . 坛 利 用 母 消 数 计 算 ， 甲 斯 
得 正面 竟 个 数 比 乙 的 正面 个 数 针 (0 万 尼 之 nn) 个 的 概率 . 

8. 在 可 列 重 由 努 里 试验 中 ， 以 pn 表示 前 n 次 试验 中 成 功 偶数 
次 的 概率 ， 求 {jw} 的 母 梢 数 ， 

9. 将 成 功率 为 的 试验 独立 重复 7 次 ， 这 里 > 是 与 每 次 成 功 与 
否 均 独立 的 非 负 整 值 随机 变量 . 试用 母 疯 数 法 证 明 ， 如 果 其 中 成 功 与 
失败 的 次 数 上 与 站 相互 独立 ， 则 了 必 服 从 普 阿 桥 分 布 ， 《参见 2.6.2 
节 的 例 6.1 及 其 后 的 讨论. ) 


3.4 特征 天 数 
3.4.1 定义 和 基本 性 质 


我 们 已 经 往 要 地 介绍 了 母 沙 数 ， 并 运用 它们 研究 了 整 值 概率 分 布 
的 某 些 性 质 . 实际 上 ,这 只 不 过 是 引入 描述 概率 分 布 另 一 重要 工具 特 
征 函 数 的 先导 . 特征 函数 是 分 布 函 数 的 富里 埃 变换 ， 它 与 分 布 函数 一 
一 对 应 ,虽然 特征 隐 数 不 象 盆 布 函 数 那样 具有 直 现 的 概率 含 义 , 但 它 
却 有 极 好 的 分 析 性 质 . 因此 在 处 理 某 些 究 率 问题 , 特别 是 在 独立 随机 
变量 和 的 分 布 问题 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 

设 6,1 是 概率 空间 (中 ,和 天, P) 中 两 个 实 值 随机 变量 , 由 二 十 记 
(其 中 宇 为 虚 单位 ， 人 和 = 一 1) 定义 了 一 个 复 值 随机 变量 5, 可 以 把 “ 
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作为 实 值 随机 向 量 (£,n) 来 处 理 . 例如 ，《 的 数学 期 望 可 按 线 性 定义 
为 
吾 ( 司 一 五 (全 十 证 ( 串 . 


区 如 ， 笛 三 旨 十 彻 ! 与 62 = 2 十 m2 相互 独立 ， 当 且 仅 当 随 机 辣 重 


Elf{lc gt) = ElfF ON Elgtéa)). (4.1) 
{4.1) 式 实际 上 是 3.1.2 节 中 (1.16) 式 的 二 维 形 式 . 
定 兴 4 设 F{z) 鸭 性 三 {一 00), 十 oo0) 上 的 一 个 分 布 晴 数 ， 称 
十 ca 
f(t) = / edF(lr), teR (4.2) 


为 F(z) 的 特征 备 数 , 如 果 F(z) 是 随机 变量 上 的 分 布 函 数 , 则 此 f(t) 
也 称 为 & 的 特征 函数 ， 此 时 有 
f(t) = E( e™*). 


注意 对 一 切 t,xE 和 和 R 有 | ee 下 | 二 1, 故 (4.2) 式 右 方 积分 的 寞 不 超 
过 1. 这 就 是 说 ， 对 于 无 论 怎样 的 概率 分 布 ， 它 的 特征 函数 总 是 唯一 
疾 足 地 存在 着 ， 而 不 象 母 函 数 那 样 只 对 一 部 分 概率 分 布 才 存在 . 特征 
恩 数 的 这 种 普遍 性 ， 是 它 在 近代 概率 论 中 有 广泛 应 用 的 原因 之 一 . 

对 离散 型 与 连续 型 这 两 种 常见 的 概率 分 布 ，{4.2) 式 分 别 写作 


f(t) = errrpr， 其 中 ps = P{€ = zx}. (4.3) 
- 


to0 . 
fl = /ep(z) dz， 其 中 plz) 为 密度 丽 数 ， (4.4) 
在 计算 特征 秀 数 时 ， 经 常会 运用 欧 近 公式 
eit 一 cost + isint, 
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于 是 【4.4) 式 化 为 


十 oo 十 3 
fit) 一 / cos tx pL) dx 十 :| sintr plx) dr. {4.5) 


Co 


例 4.1 离散 型 分 布 的 特征 函数 ”运用 (4.3) 式 立 得 ， 贝 努 里 分 
布 的 特 社 琐 数 
ft =g+pe 





普 阿 松 分 布 的 特征 辐 数 
oo k 
F(t) _ > ci 2 一 一 ex eit—1} 
k=0 . 
而 几何 分 布 的 特征 荆 数 为 
ft) 一 3 ertkok—1 五 ce 
全 1 一 了 ert 


上 述 结 果 表 明 ， 如果 整 值 随机 变量 的 母 旺 数 为 G(s), 那么 它 的 特 
征 函 数 f(t) = G( e*). 


例 4.2 指数 分 布 的 特征 函数 用 (4.5) 式 可 知 


+o0 + 
f(t) = f Ae “costr dz + if Ae ”sinteder 
0 0 


一 从 [ 矿 二 ia). 
用 分 部 积分 便 得 ， 其 中 
总 
= J 而 .一 > 一 2 
由 此 可 解 出 
入 t 
-TR 和， 
代 同 便 得 指数 分 布 的 特征 油 数 为 








- 一 荆 
ftt) = 3 = -~ = € - 寺 ) 
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下 面 定 理 包含 着 特征 消 数 的 基本 性 质 ， 


定理 4.1 设 f(t) 是 由 (4.2) 式 定义 的 特征 函数 ， 则 有 

1° | 二 FDI 一 了 

2° 共 斩 对 称 性 ， 帮 一直 = 了 (2); 

3° 站 在 t€ 【一 ceo, 十 oo) 上 一 致 连续 ; 

4” 半 正 定性 ， 任意 7 1, 任意 交 个 实数 与 二 及 丈 个 
复数 al,……ar 有 


DD ayanflt; — tir) > 0; {4.6) 


j=1 k=1 
5° farielt)} = et fe(bt). 


证 明 : ”直接 计算 立 得 1° 与 2*. 考虑 上 有 改变 量 Ab 相应 的 (2) 

















增 量 的 模 
二 + 
ft 十 全 了 (| < / ete9s _ it dFl{z) 
too 。 tt 让 上 -站 
/ eaift 十 全 ex er ei dF{(z) 
+ 
一 / 2 sin Dts dF(z). 








上 式 右 方 已 不 含 志 且 当 At 一 0 时 可 以 任意 地 小 .至 此 得 f(t) 的 一 
致 连续 性 3". 青 者 ， {4.6) 式 的 左 端 


> Sagef lt, 一 tr) bE i 
j=1 k=1 


运用 期 望 的 序 性 立 得 证 f(t) 的 半 正定 性 .最 后 ， 对 任何 常数 a,b 随 
机 变量 a-t 妆 的 特征 函数 
fattelt) 二 Bsnd 一 oirt A | cit 


一 e'ot fel bt), 
这 就 是 性 质 外. 定理 证 毕 . 
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例 4.3 均匀 分 布 的 特征 函数 设 7 服从 区 间 ke, 站 内 的 均匀 分 
布 ， 由 于 它 与 区 间 (一 1.1) 上 均匀 分 布 随机 变量 上 有 线性 关系 
+b ha 
2 2 
故 用 定理 4.1 中 5° 知 ， 可 先 求 的 特征 函数 ， 由 (4.5) 式 可 直接 算 
出 的 特征 函数 








&) 


sint 





1 。 1 
fd=3 vostrdrt sf sintsdr = 


这 里 (及 今后 ) 需 在 函数 的 可 去 间断 点 上 = 0 处 接连 续 性 补 设 f(0) = 
1 再 用 性 质 5° 便 得 区 间 (4, 间 上 均 久 分布 的 特征 葡 数 


th p 一 总 eibt eit 
(一 ei -|= . 
)= £( 2 :) (bay 


在 进一步 研究 特征 函数 的 性 质 之 前 ， 需 要 做 一 些 准备 . 





引 理 4.2 对 一 切 x & 界 及 非 负 整数 nn 有 


Se 














eif 
由 





一 与 


证 明 : ”用 分 部 积分 可 得 


= nt ii hz 
上 (Tt 一 3 eds 一 二 十 - / (er 一 sn esds. (4.8) 
0 a 


于 十 了 定名 





递归 可 得 知 ， 对 一 切 叶 之 0 有 


. ™ {ix “ 十 芋 
ei 2 : = {z _ s)"e is og, (4.9) 


大 一 





由 此 推出 估计 式 








{n+1)! 





ei Y、 Ce) | < ep (4.10) 
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将 (4.8) 式 中 于 换 为 中 一 1 解 出 右 方 积 分 并 代入 {4.9) 便 推出 
ez 一 > (iz) 人 (zz 一 sn if(e —1)ds 
hl (7 一 i : 
k=0 


由 此 可 得 男 一 估计 式 











ER . (zz 2|z|" 
e -> 全 < 一 (4.11) 


联合 (4.10) 与 (4.11) 便 得 到 {4.7) 式 ， 引 理 证 完 . 

这 个 引 理 给 出 指数 冰 数 泰勒 公式 的 余 项 估计 ， 对 于 较 小 的 |z|, 我 
们 用 (4.7) 式 右 端 的 第 一 项 作为 上 界 ， 而 当 |z| 较 太 时 ， 出 (4.7) 式 右 
方 的 第 二 项 更 为 有 效 . 我 们 写 出 此 估计 当 m = 0,1,2 时 的 特例 以 备 引 
用 : 








le —1| < JelA2 (4.12) 
。 T2 

[ee 一 1 一 证 | 芯 py A [2|z)); (4.13} 

和 2 
el1—ir+ | < (dlsF) A rr. (4.14) 
见 ， 对 一 切 2 E 漠 , 当 nn 已 00 时 (4.7) 式 的 右 方 趋 于 0, 从 而 

得 到 熟知 的 指数 函数 的 率 勒 展 式 

oo jzpnk 
er 一》 Ee ;， t+, 工 委 . {4.15) 
上 二 0 


进一步 地 ， 如 果 此 式 右 方 可 逐 项 对 分 布 函 数 F(x) 取 积 分 ， 且 积分 后 
的 级 数 收 伍 到 特征 函 雪 六 5 我 们 就 得 到 f(t) 的 窒 级 数 展 式 


-只 - (ED (4.16) 


当然 ， 些 式 成 立 的 一 个 必要 条 件 是 二 的 各 阶 矩 E(t#*) 有 限 ， 再 者 就 
是 要 求 祭 项 的 模 趋 于 0. 
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定理 4.3 如果 随 机 变量 上 的 各 有 阶 原 点 矩 有 限 , 那么 对 一 切 满足 


tI* Elél™ . 
lim lie 一 站 (4.171 
nn 入， 


的 +,€ 的 特征 函数 (ty 有 展开 式 (4.16) 成 并 . 
证 表 : ”运用 悄 计 式 (4.10) 立 得 ， 在 (4.17) 式 条 件 下 有 
人 了 了 上 行 十 了 rt 十 1 
f(t) _ > pe’) < 是 Eltl 
= 人 0 





mrt1)! 


定理 于 是 得 证 . 
可 以 用 展开 式 (4.16) 计算 某 些 符合 条 件 的 概率 分 布 的 特征 函数 . 


例 4.4 正 访 分 布 的 特征 函数 ”上 先 考 虑 标准 正太 分 布 的 随机 变量 
t. 由 3.2.6 节 的 例 2.10 知 它 的 各 阶 和 矩 存在 ， 有 目 对 一 切 ” = 二 1,2,... 有 


El€*") = 2r 1 E(t2"1)=0. (4.18) 


具 而 对 一 切 t1e 委 有 


Bie” _ le” 
(27)! r (27)!! 一 


妈 n= 二 2r 时 {417) 式 成 立 ， 另 一 方面 ， 对 > > 1, 有 
2 ft 2 2 ft 
FE 2r 十 1 =/ 2Tr 十 1] .一 写 - 一 v2/ Tir Ot 
问 V2 全 £ 2 dr 7 2°t ee "dt 
2 
一 V2zrf 十 1) = V2enm 
Er fz 1 lal 
lm [27 十 1 Vx Ei (2r — 1)! 


1 
< Yahim -~ 


有 


1 
2 | 7 





9 








* J]83 : 


总 之 ， 对 一 切 t+ EE 有 {4.17) 式 成 立 ， 将 (4.18) 代入 (4.16) 便 得 到 
€ 的 特征 消 数 


Co 号 了 CC 1 一 要 Tr 2 
fi£) = D> (xr -Du=( 豆 ) 一 ce 一 五， 
r= 


个 二 届 





最 后 用 定理 4.1 中 性 质 5° 便 得 一 般 正 杰 分 布 N{(a,0”) 的 特征 函数 为 
所 ee 人 = eint io 


在 定理 4.3 的 条 件 下 , 由 (4.16) 式 及 泰勒 级 数 的 唯一 性 立 得 特征 
函数 在 t= 0 处 各 阶 导 数 存 在 ， 且 有 : 


JITD) = EK), Ek>l, {4.19) 
但 下 面 定理 说 明 ， 为 导出 (4.19) 我 们 不 需要 条 件 (4.17). 


定理 4.4 设 随 机 变量 的 上 阶 原点 入 有 限 ， 则 其 特征 函数 
阶 可 微 ， 且 有 
1) = El) e¥]. (4.20) 


证 明 : 先 考 虑 1 阶 守 数 ， 我 们 有 


A ft+ At— fH) — Elit e'*] 


有 | . 
= | A(t | 


运用 (4.13) 式 ， 一 方面 上 式 右 端 方 括号 的 模 不 超过 2|&|, 后 者 可 积 ; 
用 一 方面 上 式 右 端 方 括号 的 模 不 超过 3 : At . 2. 令 At 0, 用 勒 幢 
格 控制 收敛 定理 得 证 F(t) 存在 且 有 
f' (8) = E(i€ e**). 
归纳 地 重复 上 述 论证 便 得 证 {4.20) 式 ， 定理 得 证 . 
注意 此 定理 的 逆 不 成 立 ， 即 特征 孙 数 可 导 不 能 推出 相应 的 炬 在 


在 . 
下 面 考 虑 独立 随机 变量 和 的 特征 函数 . 
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定理 4.5 设 随机 变量 各 与 名 相互 独立 ， 列 它们 之 和 的 特征 于 
数 等 于 各 自 特征 函数 之 积 ， 即 有 


天 (可 一 fs, (t) fes (£). 
证 明 : ”运用 定 疼 及 {4.1) 式 立 即 得 证 
fetéalt) = E( ee ett) = E( el) Ep( es) = fe, (t)fe,(t). 


此 征 理 把 分 布 函数 的 着 积 运 算 化 为 相应 之 特征 函数 的 普通 乘积 ， 
从 而 大 大 简化 了 计算 . 易 见 ， 对 于 任意 有 限 个 独立 随机 变量 的 情形 ， 
结论 仍然 成 立 . 


例 4.5 二 项 分 布 的 特征 函数 ” 熟知， 二 项 分 布 随机 变 基 是 nn 个 
相互 独立 的 贝 努 里 随机 变量 之 和 ， 运 用 定理 4.5 及 例 4.1 中 结果 可 
知 ， 二 项 分 布 的 特征 函数 为 f(t) = 人 十 了 em 


3.4.2 屎 汗 公式 与 唯一 性 定理 


由 定义 4.1 及 其 后 的 讨论 可 知 ， 特 征 蝴 数 f(t) 由 其 相应 的 分 布 
函数 按 (4.2) 式 唯 一 确定 ， 现 在 的 问题 是 ， 特 征 遂 数 是 否 也 唯一 地 确 
定 分 布 函 数 ? 会 不 会 有 不 同 的 分 布 函 数 ， 通 过 (4.2) 式 算 出 的 特征 函 
数 相同 呢 ? 本 节 将 回答 这 个 问题 , 严格 地 建立 起 分 布 函数 与 特征 函数 
之 间 的 一 一 对 应 关系 .为 此 必须 建立 【4.2) 式 的 反 演 公式 ， 即 富里 埃 
道 变 换 公式 . 我们 先 证 明 一 个 分 析 结 果 . 


引 理 4.6 


Li a 

81n fT TT 
lim dr 一 一 中 召 上 . 
本 一 十 oo n 全 0 gnt{ } 





其 中 sgn{a} 是 参数 a 的 符号 函数 . 


证 明 : ” 记 
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作 积 分 接 元 y = az, 并 注意 被 积 函 数 是 偶 卫 数 便 得 


Lm, Tla,e) = sgn{a} im 了 [le 


于 是 只 霸 证 明 
-S17 J ™ 


lim Tll,c)= lim 
一 十 + 十 必 0 





将 1 +or 
/ eT du 
LN 


代入 T(1,e) 并 交换 积分 次 序 得 
二 as Ee 
ill,c) = sinwadrz| d 
(1,¢) f f e “Ysin% = uv 


+ | 1 1 
一 上 | 这 一 了 e (Sine 十 ca du 
0 


TT to _ SSsinc 十 ecosc 
二 一 一 — ds 
0 


2 34 | Cc* 
当 一 二 oo 上 时， 最 后 一 个 积分 的 被 积 沙 数 趋 于 0 且 被 可 积 的 e™* 所 
控制 ， 用 勒 贝 糙 控 制 收 襄 定 理 知 它 趋 于 0. 引 理 于 是 得 证 ， 
定理 和 .7 反 演 公式 设 f(t) 是 由 (4.2) 式 定义 的 特征 函数 ， 风 


对 任意 的 a,b6eE 叶 有 
ea 十 D) ++ FF(b))] 一 [Pla +0) + F(a)] 

im 由 
cy 十 30 省 一 上 


证 明 : ” 当 & =6 时 上 式 左右 均 为 0, 故 不 妨 设 e < 48. 考察 积分 
亡 eta —_p 
a 


.fei 一 一 
(0) 27 2t 


c oita _ p—itb 
— a f(t) dt. (4.21) 
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Fa 十 cg 一 证 和 po-ith 
一 | / eit aF (xz) | dt. 
27T J_. wy 


用 (4.12) 式 知 -上述 被 积 范 数 的 模 


一 4RE ebt 


e | aittb—a) 一 1 | 


时 


ett 


<b—a, 








证 


从 而 积分 J(c) 有 限 ， 交 换 积 分 次 序 可 得 


] 十 的 它 让 ! 王 一 吕 】 _ 已 诗人 一 时 
= 一 dt dF 
"0- 云 /|/ i 4 | dps) 


一 © 


十 5 CC _ 让 加 
_ = f sintfz — a) 4- f sint(z — b) a | dF(z) 
To 0 t 0 t 


二 om 
- i [Ts ~ 6c) ~ I(z -be)] dF(z). 


据 引 理 4.6 知 
1 jj， 若 a<r<h 
dim [ir a,c) — Tz- b,c)|= 二 ， 若 x 一 a 或 
0, 其 它 工 ， 


可 见 对 一 切 z 及 较 大 的 c, 此 随 数 有 界 . 将 它 在 【-co, 十 cej 上 对 F(x) 
的 积分 J{c) 分 割 为 5 项 ， 并 用 勒 贝 格 控制 收 伍 定理 便 得 到 


. 加 四 1 
lim 19=/ oar + ar + flare) 


c+ 十 
1 
+/ Liar OdF 
人 2 (+ hs to) 
- >IF(6+ 0) + F(B)] — 3 F(a +0) + F(a)]. 
定理 得 证 . 
定理 4.8 了 崔 一 性 定理 ”分布 函 数 由 其 特征 函数 唯一 确定 . 
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证 明 : ”以 CE 表 分 布 晤 数 F(z) 的 连续 点 集 ， f(#) 为 了 F(z) 的 
特征 画 数 . 则 当 a,B€ CF 时 ， 反 演 公 式 (4.21) 变 为 
ct oitos 一 
F(B) — F(@) = lim 二 人 和 的 此 
上 成 先 令 & 在 Ce 中 扑 于 一 0, 便 得 F(x) 在 每 个 be Cr 上 被 (4) 
唯一 确定 ; 再 令 避 在 Cs 中 土 升 趋 于 x, 则 由 筋 布道 数 的 左 连续 性 得 
证 Fiz) 在 得 个 ER 上 被 f(t) 唯一 确定 ， 任 w ER 
1 C 已 一 诗人 — pe-itb 
F(z)= lim lm lm 二 © fd (4.22) 


= 一 一 ce ce 一 二 oo 27 | _, 人 
EF aECF 


定理 得 证 . 
至 此 ， 我 们 通过 定义 (4.2) 式 与 反 演 公式 (4.21) 式 建立 了 随机 变 
莉 的 分 布 一 数 与 特征 通 数 间 的 一 一 对 应 . 这 种 无 一 例外 的 对 应 ， 使 特 
征 画 数 成 为 描述 概率 分 布 的 又 一 工具 ， 成 为 分 布 函数 的 有 力 补充 . 
下 面 用 特征 晴 数 给 出 连续 型 分 布 的 一 个 充分 条 件 . 


定理 4.9 如果 特征 区 数 绝对 可 积 ， 即 
/ dc Hoo (4.23) 


则 对 应 的 分 布 函 数 FF(z) 为 连续 型 ， 且 其 密度 函数 为 
1 fo 
plz) = 二 / ez f(t) dt. (4.24) 
证 明 : ”对 任意 的 a 取 5hECF 且 ba 对 a 及 训 用 反 演 公 
式 (4.21) 及 (4.12) 式 可 得 


PO) - F(t oO +t Po) < Sf a 


芯 由 条 件 (4.23) 知 n 王 oc 时 上 式 右 方 趋 于 0, 从 而 左 方 Fla 十 0) = 
Fla) , 即 (zx) 连续 ， 再 对 任意 的 x 及 Ax 用 反 演 公式 得 
F(ztAr)— Fr) 1 ft eits_ eit(r+tAas) 
AX ”27 人 加 itAy f(t) a 
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令 Az -3 0, 一 方面 上 臣 右 方 被 积 函 数 赵 于 ettz fb, 另 一 方面 ， 用 
(4.12) 式 知 被 积 函 数 被 可 积 的 |/(9| 所 控制 ， 于 十 用 勒 贝 格 控制 收敛 
定理 得 证 (4.24) 式 ， 定 理 证 毕 . 


3.4,3 初步 应 用 


我 们 先 运 用 特征 函数 证 明 n 个 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 之 
平方 和 服从 nn 个 自由 度 的 x 分 布 . 

例 4.6 ”假定 嫩 ,… ,én 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 都 服从 Nif0， 
1) 务 布 ， 证 明 六 = 盖 总 十 .十 经 有 密度 画 数 


1 嫩 Eg 
pnfz) = lez, r>0, (4.25) 


23T(#) y 
解 : 直接 用 定义 (4.4 pa 人 zj 对 应 的 特征 铺 数 
fut) = ve im Ta), 


Tia) = f «3 et$ it)s de 

0 
1 .Tri 3 wa {fl 
1_,, 1 ， 40a {fl ， 


这 里 复 变 量 z 的 积分 路 径 品 A 是 
从 原点 口 到 点 4 = Qf2 一 iat 的 
直线 段 ( 见 图 4.1), 由 于 解析 范 数 
在 闭路 径 上 积分 为 0, 故 有 


[ si-le~*dz 
A 


一 也 下 Te 一 了 但 z 





OH 0 A 号 
十 一 、 Zle* 2 


卫 A 图 4 Ta 的 积分 路 径 作 芭 全 
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易 几 ， 当 a 二 十 6 时， 号 点 的 坐标 ro 二 avil 二 43/2 一 十 co， 


Lr To FY 和 
f 2z3 1e-*dz— / r2 et 一 工 (=) . 
OB 0 2 


而 当 z 沿 圆 某 BA 运动 时 ， 其 模 恒 为 ro; 辐 角 则 由 0 变 到 ao 二 
tg-1{ 一 21), 故 当 a 一 十 co 亦 即 ro 一 二 oo 时 ， 第 二 个 积分 的 模 


23-1le- dz 
后 此 


故 





Co , 
< 号 |e "oeos® e "oad dg 
D0 





< re aa eon -站 
至 此 算得 由 (4.25) 式 中 pa(z) 定义 的 x? 分 布 的 特征 函数 
falt) = (1 — 2it)-3. 


另 一 方面 , 在 2.7.2 节 的 例 7.3 中 已 经 证 明 , 一 个 标准 正 态 随 枫 变 
量 的 平方 有 密度 函数 pl(z), 从 而 其 特征 函数 为 及 (t) = (1 -2it)-. 
现 导 ……, 弛 相互 独立 ， 有 共同 的 特征 函数 刻 ( 们 , 由 定理 4.5 知人 二 
红 十 … 十 加 有 特征 函数 (1 一 2 人 = 所 (1), 再 由 唯一 性 定理 得 证 
9 的 密度 数 是 (4.25) 式 中 的 pn(z), 即 ma 个 独立 的 标准 正 态 随机 
变量 之 平方 和 服从 2 个 自由 度 欧 x? 分 布 . 

到 自前 为 止 , 我 们 在 计算 连续 型 分 布 的 特征 函数 例题 中 , 采用 过 
三 种 方法 ， 一 是 运用 (4.5) 式 采 用 纯 分 析 的 方法 分 别 计算 积分 


十 55 


wt) = 三 costzrpzjar 与 vt) = 人 sin tr p(x} dz. 


例 4.2 与 例 4.3 就 是 采用 的 这 种 方法 二 是 当下 防 绝 对 矩 相 当 小 ， 使 
得 (4.17) 式 成 立时 ， 用 定理 4.3 通过 赛 级 数 求 和 式 算 出 特征 函数 . 在 
例 4.4 中 我 们 运用 这 个 方法 求 得 正 态 分 布 的 特征 函数 . 三 是 利用 复 变 
吨 数 积分 的 性 质 ， 选 择 适 当 的 积分 路 径 而 求 出 特征 函数 ,， 例 4.6 中 就 
蚌 用 这 种 方法 算出 x? 分 布 的 特征 酒 数 ， 读 者 可 选用 这 三 种 方法 中 前 
任何 一 种 . 此 外 ， 尚 有 一 种 不 太 严 格 的 方法 ， 妓 在 形式 上 把 i 视 同 实 
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常数 算出 积分 - 例如 在 例 46 中 ， 直 接 敌 变量 替 筑 yy == 12 一 说 7， 
可 得 1 二 
至 一 1 一 [二 一 证 ) 开 
Oh ed 
十 ee 


nr Gm vi! evdy= (1— 2) Y. 
由 于 系数 (1/2 - 认 ) 有 正 实 部 ， 所 用 变量 替换 方法 仍然 适用 .这 -点 
可 以 严格 证 明 ， 在 此 不 予 详 述 . 

下 面 用 特征 函数 研究 概率 分 布 的 再 生性 质 ， 在 前 面 用 卷 积 公式 
或 母 尔 数 研究 独立 随机 变量 和 的 分 布 时 , 我 们 发 现 有 的 概率 分 布 有 这 
样 的 性 质 ， 两 个 具有 同一 类 型 分 布 的 卷 积 仍 是 这 种 类 型 的 分 布 ， 且 对 
应 的 参数 等 于 各 随机 变量 相应 参数 之 和 ， 例如 二 项 分 布 Mki; n, p) 与 
b(k; m, p) 的 卷 积 为 bk; nw 十 mm, p) (参见 3.3.2 节 的 例 3.3)， 当然 
也 有 的 分 布 不 具备 这 种 性 质 , 例如 两 指数 分 布 的 卷 积 就 不 再 是 指数 分 
布 (参见 2.7.3 节 的 例 7.4). 


定 久 4.2 设 Fizicl 为 分 布 蝶 数 ， 其 中 e 为 此 概率 分 布 的 参 
数 ， 如 果 有 
F(x el) * FIT; ce) = Fr; ei 十 co)， {4.26) 


则 称 此 分 布 关 于 参数 c 有 再 生性 . 
由 定理 4.5 知 ， {4.26) 式 可 用 相应 的 特征 函数 等 价 地 写作 
fr ef (lr; ca) = f(r; c+ ea), {4.27) 


在 常见 分 布 中 ， 普 阿 检 分布， 正 想 分 布 及 x* 分 布 等 ， 它 们 的 特征 范 
数 都 是 各 自 参 数 的 指数 古 数 ， 满 足 了 苑 数 方 程 (4.27), 所 以 都 具有 再 生 
性 .后 如 ， 我 们 有 


Nlal,of) * N(as,o2) = N(al + ao,0? + o2). 
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3.4.4 多 元 特征 函数 


对 于 多 元 分 布 范 数 同样 可 引入 其 富里 埃 变 换 , 即 多 元 特征 妆 数 . 
它 有 与 一 元 情形 相 类 似 性 质 与 应 用 ， 下 面 了 予以 简要 叙述 ， 
定义 nn 元 分 布 函 数 下 (zi1，… ,zn) 所 对 应 的 n 元 特征 毅 数 为 


ftt1, 。 ,tn) =/-/ elirit tinen} dF'{ rTn). {4.28) 
Rn . 


如 果 下 (zl ,zn) 是 随机 向 量 (1,… ,tm) 的 联合 分 布 函 数 ， 则 有 


7 人) 一 百 | eeost ttn)| ， (4.29) 


此 时 称 了 为 (&1,… ,én) 的 联合 特征 函数 . 
这 是 n 个 实 变 量 与 …, 如 的 复 值 消 数 ， 它 有 性质 


FE tn)| < fF(0,. ,0) = 1, 


大 一 


且 在 只” 上 是 一 致 连续 的 ,再 者 ， 若 混合 矩 [Ef es] 有 限 ， 则 可 
用 (与 6) 的 联合 特征 函数 在 厚 点 的 导数 求 算 ， 即 有 公式 
二 > ky Ot tkenf 0,....0 
Elér! 四 Er") = 7 Bi . A DD 





(4.30) 


如 果 随 机 向 量 (1,-… ,én) 取 慎 于 维 区 阅 


A={{(t1., Wn} ;ay 下 ; <bi, j= 1 ,n} 


的 边界 面 上 的 概率 为 0 则 有 


P{(€1.1 én) € A} = P{ lay < &§ < bil) 


j=1 
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1 习 二 Li Cn 了 Bios tiby 
二 ， nl ， 


(人 {4.31) 


这 就 是 由 特征 函数 表 出 分 布 孙 数 的 n 元 反 演 公式 . 这 个 公式 确保 随 
机 向 量 的 分 布 阴 数 与 特征 晃 数 是 一 一 对 应 的 , 从 而 可 用 特征 函数 来 描 
述 n 元 概率 分 布 - 

由 (4.29) 式 可 见 ,为 求 任 一 子 疝 量 (5 5) 的 无 维 边 绿 特 征 
函数 , 只 要 将 联合 特征 函数 f(t1,… ,tn) 中 与 子 向 量 的 指标 81, sk 
无 干 的 地 取 为 0. 例如 , 子 向 量 (6 …, 扣 ) 的 边缘 特征 画 数 为 f(0,t2， 
… tn] ， 最 后 ， 随 机 变量 上 ,6 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 他 
本 的 联合 特征 画 数 等 于 每 个 分 量 硅 维 边缘 特征 函 教之 积 ， 苑 对 一 场 
t1， ,En 有 

fts tn) = f(t) fn tn). (4.32) 


3.4.5 习题 


1I， 求 巴 斯 卡 分 布 f(k;7,p) 的 特征 蚂 数 ， 并 用 特征 函数 求 其 期 
望 . 

2. 求 伽 马 分 布 TA,7) 的 特征 旺 数 ， 并 用 特征 函数 求 其 友 阶 原点 
3] hk, 

3. 判断 下 列 函 数 哪 些 是 特征 耳 数 ， 并 指出 其 相应 的 概 认 分 布 . 


(1) cos?t, (2) cost — isint, 
l—+ . 

(3) ir (4) sint, 
1 1 

(5) TF 0) zee 
l 

(7) TT (8) | cost|. 


4. 车 对 一 切 工 有 Fej = 1 一 F(z 十 0), 则 称 分 布 玛 数 (x) 为 
对称 的 .求证 分 布 函数 对 称 的 充分 必要 条 件 是 对 应 的 特征 本 数 为 实 
的 偶 尊 数 . 
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5. 证 明 实 值 特征 函数 有 性 质 
1 < ,1+ F000) 2 2 (OF 
6. 设 分 布 次 数 F(z) 对 应 的 特征 函数 为 f(#), 试 证 对 任何 有 


Flt+0 -Flo)= lm 10 
7. 设 
dw) =1- lu lel<L 


(1) 求 以 g(2) 为 密度 函数 的 特征 孙 数 ; 

(2) 用 反 演 公 式 求 以 g(t) 为 特征 函数 的 密度 孙 数 . 

8. 拉 伍 拉 斯 分 布 的 密度 函数 为 p(x) = 3 el, 斌 求 此 分 布 的 特 
征 函 数 . 

9. 柯 西 分 布 C(X,A] 的 密度 函数 为 p(*) = 二 TE, 求证 它 
的 特征 函数 为 f(t) = ei 和. 

10. 设 上 服从 柯 西 分 布 Cl1,0),7 = ,求证 fen(t) = 天 介 访 人) 

11. 设 上 ,后 为 相互 独立 的 随机 变量 , 辣 服从 (1,0) 分 布 ， 
求 €= i 的 分 布 . 

12. 试 讨论 项 马 分 布 (34,7) 对 参数 的 再 生性 . 

13. 设 随机 变量 上 只 取 有 界 区 间 中 的 什 , 试 证 明 其 分 布 由 各 阶 原 
点 矩 rm 所 确定 . 

14. 设 f(t) 为 某 概率 分 布 的 特征 函数 ， 试 证 efl#-1 也 是 特征 
函数 . 

15. 试 证 随机 变量 三 ,… ,相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 
联合 特征 机 数 等 于 各 自 边缘 特征 函数 的 乘积 . 

16. 设 随 机 向 量 (#,”) 的 联合 密度 函数 为 


1 
P(2, 细 = 了 由 二 ezg( -yo), lel<18Iy<1. 


其 中 参数 ec E (一 1,1). 试 求 
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(1) 联合 特征 函数 f(s, 必 ); 
[2) 边缘 特征 函数 户 (s) 与 jf2tt); 
[3) 上 十 刀 的 特征 函数 . 


3.5 多 元 正 态 分 布 
3.5.1 密度 函数 与 特征 出 数 


本 节 以 特征 洱 数 为 主要 工具 ， 将 2.4.2 及 2.5.4 节 中 介绍 的 正 态 
分 布 推广 到 多 元 情形 . 我 们 总 采用 列 向 量 ， 比 如 n 维 随机 同 量 & 及 
其 可 能 值 二 分 别 为 


£1i Xl 
(| 与 z=| :|. 
En Tr 


当 n = 2 时 ， 我 们 在 第 二 章 已 引入 二 元 正 态 分 布 . 这 是 路 * 上 的 
一 个 连续 型 分 布 ， 其 联合 密度 函数 由 2.5.4 节 的 {5.21) 式 给 出 ， 期 户 
问 量 & 与 协 方 过 阵 BB 分 别 为 


, tl Ti railgz 
可 一 ， B= 2 . 
Li TT Ta 


这 里 ， 方 阵 BB 是 一 个 对 称 正定 阵 ， 其 逆 阵 为 
1 一 名 


万 ( (1 一 r2)o2 {1 一 了 2jerlcg ) 
本 —T 1 - 
(1 一 *2)cloa2 (1—r2)o2 
于 是 ， nn = 二 2 元 正 态 分 布 的 密度 画 数 证 写 为 矩阵 形式 
站 一， xp! li arB-ia 
p08) = 二 ep{ -32 -DB (sD). 5D 
注意 ， 我 们 用 A” 表示 矩阵 4 的 转 署 阵 . 密度 函数 的 这 种 矩阵 表示 
式 (5.1) 很 容易 推广 到 一 般 的 n 维 情形 . 
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Qi Bs 7 bin 
I 一 : ] B 一 : : 1 
tn bl bn 


其 中 BB 为 n xn 正定 对 称 阵 ” 则 由 (5.1) 式 给 出 的 pl¥) 满足 


p( 动 >0 且 la)as=1. 
各 


(5.2) 


以 此 pl3) 为 密度 函数 的 连续 型 分 布 称 为 n 元 正 态 分 布 , 记 作 NN (a, BB). 


证 阴 : PE > 0 显然 成 立 ， 写 对 称 阵 B= 上 57, 其 中 工 仍 非 退 


化 ， | = | 召 |172 > 0. 运用 变数 替 按 
y=L (id 


可 算得 积分 


— ee 一 旦 1 下 本 一 一 
/ 也 到 az= f (27) 3 ep{ -3 了 dy 
我 Rn 





定理 证 毕 . 
如 下 定理 给 出 NN(a, 8B) 分 布 的 特征 函数 . 


定理 5.2 nn 元 正 态 分 布 N{a, 昌 ) 的 特征 函数 为 


1 一 —. mk 
f{# = exp{ a 一 EBE), t 之 NR". 


(5.3) 


(5.4) 


证 阴 : ”直接 用 特征 函数 的 定义 可 算出 {5.1) 式 中 密度 函数 对 应 


的 特 入 函数 


7 人 = 人 (27)- 号 Bitexp{ -3 _ dB iF + ii" dz. 


: 196 : 


1 "TTTIT TT 一 
joxp (37 iL"D "CG ~ LDNay 


i 
|] 
各 、 
Ew 
= 
叫 
a 
| 
ko | pe 
。 ot 
十 
by 
Sh] 
~ 
”一 
by 
1 
1 
EJ 


(5-4) 式 得 证 ， 

注意 , 特征 函数 表达 式 (5.4) 中 已 不 会 参数 矩阵 BB 求 逆 运算 . 那 
么 ， 能 不 能 将 n 元 正 态 NN(z, BB) 定义 中 “五 为 正定 阵 ” 这 一 条 件 减 弱 
为 “ 召 为 半 正 定 ”了 昵 ? 下 面 通过 特征 函数 来 实现 这 一 扩充. 

首先 ， 当 加 为 对 称 正 定 阵 时 ， 土 述 定理 5.1 与 定理 5.2 保证 了 
(5.4) 式 给 出 的 (站 是 一 概率 分 布 的 特征 前 数 ， 如 果 减 弱 为 B 为 半 
正定 ,那么 (5.4) 式 的 f( 太 是否 还 是 特征 请 数 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 事 
实 上 ， 对 半 正 定 对 称 阵 BB 及 自然 数 局 令 


1 
Br = B+ EL 


其 中 了 为 nx n 单位 阵 ， 则 每 个 B; 为 对 称 正定 阵 . 通过 【5.4) 可 定 
. 义 入 (EB:) 的 特征 函数 六 二, 注意 到 到 一 oo 时 Bk 一 B, 而 由 指数 
函数 的 连续 性 知 fi (一 f(D) = exp{id "中 一 2t "BEt}, 且 f( 站 连续 . 

则 由 连续 性 定理 {参见 4.1.3 节 ) 可 知 此 外 六 仍 为 n 元 特征 库 数 ， 


定义 5.1 ”对 于 由 (5.2} 式 给 出 的 n 维 向 量 8 及 n xn 对称 半 
正定 矩阵 B, 以 (5.4) 式 中 天 可 为 特征 函数 的 概率 分 布 称 作 m 元 正 
态 分 布 ， 记 作 N(a,B). 
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由 定理 52 知 ， 当 恕 正定 ( 即 [B| > 0) 时 ，N(a,B) 是 RR" 上 
的 一 个 连续 型 分 布 ， 其 密度 孙 数 由 (5.1) 式 给 出 ， 当 18| = 0 时 ， 它 
不 再 是 连续 型 的 ， 而 是 退化 到 一 个 7 维 子 空间 上 ， 其 中 + (< n) 为 矩 
阵 吾 的 秩 . 例如 ， 当 王 = 1 时， 如 果 BB 二 o2 = 0, Nt{a,0) 分 布 为 
单 点 a 上 的 退化 分 布 ， 而 对 于 nn 二 2 维 主 态 分 布 ， 当 1B| = 0 时 则 
可 以 退化 到 我 中 某 条 有 曲线 或 基 个 点 上 . 这 样 一 来 ， 由 定义 5.1 给 出 
的 n 元 正 态 分 布 包 括 了 它 间 退化 情形 ， 从 而 使 正 态 分 布 族 对 某 种 极 
限 运算 硅 闭 .这 将 为 今后 讨论 航 疹 定理 带 来 方便 ， 


3.5-2 正 态 分 布 的 性 质 


以 下 总 设 随机 向 量 辣 服从 +n 元 正 态 分 布 ， 其 特征 泗 数 如 (5.4) 式 
给 出 . 


定理 5.3 边 汪 分 布设 生 = (Er 为 上 的 任 一 子 
向 量 ， 则 在 服从 N{( 醒 , 吾 )) 分 布 ， 其 中 而, Bi 分 别 为 忌 旦 保 窗 指 
标 s1,… ,sk 对 应 的 行 和 列 所 得 的 子 失 阵 ， 特 别 ， 每 个 分 量 服从 
N(axr,bxex) 分 布 . 


证 明 : 在 (5.4) 式 中 取 右 = 0, 了 了 关 81,… ,sk, 则 得 到 总 的 边缘 
特征 函数 i ， 
E( et ti) ~ exp{id "Hh 一 3 " Bia)}, 
即 各 服从 N( 直 ,Bi) 分 布 ， 定 理 得 证 . 


定理 5.4 数字 特征 了 为 上 的 期 望 向 量 , 而 B 为 的 协 方 其 
阵 ， 即 有 


dk 一 E(té:), bjk 一 COvIé;, Er) j,k = 1,2,.** :7. (5.5) 
证 阴 : ”由 定理 5.3 的 最 后 一 论断 及 一 维 正 态 的 性 质 可 知 ， ak = 
Elékr), 且 brr = 了 (Er)， 只 需 再 对 了 天 天 证 明 cov(&;,t&4) 二 bjx. 事实 
上 ， 由 等 个 请 ;| < 上 oo 知 忆 &4| < 十 ee. 故 用 上 节 (4.30) 式 可 得 


TI Fo 0 
Eléjtxr) = BS 


Dk TT jk- 
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至 此 可 得 7 关卡 时 
cov[(é7, x) = Eléér) 一 E(E) EE) = bre. 


定理 得 证 . 
此 定理 表明 ，n 元 正 态 分 布 由 它 的 一 与 二 阶 矩 完全 决定 . 


定理 5.5 n 维 正 态 随机 向 量 的 各 分 量 家 互 独立 ， 当 且 仅 当 它 们 
两 两 不 相关 . 


证 明 : 如 果 上 的 分 量 三 ,……,&% 相互 独立 ， 自 然 是 两 两 不 相关 
的 ， 反 过 来 说 ， 设 每 个 了 关上,b;k 二 cov(&j,t4) = 0, 即 BB 为 对 角 阵 . 
那么 ， (5.4) 式 的 联合 特征 函数 化 为 


1 
Lu tapi 一 二 六 i 
flta ,tn)= [| e 2 = Ef). 
二 1 EK 二 1 


由 定理 5.3 知 ， 其 中 内 为 纪 的 边 绿 特征 函数 ， 于 是 有 刀 ,-……,&%。 相 
互 独立 .定理 证 完 . 

> 2 

长 (z U 


定理 5.6 证 
其 中 6,ea 为 志 的 任 一 分 块 ， 并 将 也 与 B 也 相应 地 分 块 为 


a B el 
a= (0 ) B=( 11 *), (5.6) 
人 B21 Bos 


则 右 与 名 独立 的 充分 必要 条 件 为 Bis = 0 (此 时 有 Bzi = 人 0). 


证 朋 : 必要 性 设 色 与 名 独立， 则 前 者 的 任 一 分 量 与 后 者 
的 和 任 一 分 量 总 独立 . 从 而 bjk 二 Pk; 二 0. 至 此 得 Bis 二 0 有 自 B21 = 0. 

充分 性 ”由 分 块 矩阵 的 薪 法 知 ， 当 Bls = 0 且 Bo 二 0 村 ， 
E= (, 如 )" 的 联合 特征 函数 为 


fH=E Bw "& + F362) 
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一 1 mp 一 Le 1 _ 下 
idi ti at"Buat! 证 3 ts — wt Boazto 
一 所 之 + 妈 2 1 


右 方 怡 为 总 与 名 边缘 特征 函数 之 积 ， 故 已 与 名 独立 ， 定 理 证 完 


3.5.3 ”线性 变换 
仍 设 随机 向 量 服从 n 元 正 访 分 布 N{&, B}. 考虑 线性 变换 
六 = Ce， (5.7) 


其 中 C 二 [Ci 为 一 m x n 和 邱 阵 .于 是 中 为 一 积 维 随机 向 量 . 如 
下 定理 表明 , 正 态 分 布 随机 向 量 的 任何 线性 变换 仍 是 正 态 分 布 随机 向 
量 ， 即 正 态 性 在 线性 变换 下 保持 不 变 . 


定理 5.7 {5.7) 式 中 了 叶 服 从 NICECEBCr) 分 布 . 
证 明 : ”人 奶 以 f(D 表示 二 的 特征 函数 ， 则 7 的 特征 函数 为 
gD = Ee )=E(er Ct = 已 (ec 人 


了 mAT 1 Ti™ 
~ fC7B = AAC 8 一 了 ICBC 得 
这 正 是 N(Ca,CBCT) 分 布 的 特征 函数 .证 毕 . 

推论 5.8 ”存在 n 维 正 交 阵 C, 使 (5.7) 式 中 可 各 分 量 相互 独 
但. 

证 明 : ”因为 任何 半 正 定 对 称 阵 B,， 总 可 通过 正 交 变换 〇 ,全 
CBCr 为 对 角 型 ， 由 定理 5.5 知 此 时 了 各 分量 相 互 油 立 . 

推论 5.9 车 & 各 分 量 独 立 局 方差 ， 则 对 任何 的 mn 阶 正 交 降 
C，(5.7) 式 中 了 的 各 分 量 仍 独立 同方 差 . 

证 阴 : ”此 时 《的 协 方差 阵 B = o2f (vo? > 0), 而 对 任何 的 交 阶 
正 交 阵 C 寞 的 协 方 差 阵 CBO7 一 Ce27Cr = o27. 即 独 立 目 同方 差 
这 一 性 质 在 正 交 变换 下 保持 不 变 . 

下 面 给 出 元 正太 分 布 的 一 个 重要 等 价 条 件 . 
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定理 5.10 ?nm 维 随 机 向 量 E 服从 N( 可 号 ) 分 布 ， 当 且 仅 当 对 任 
何 % 维 向 量 怠 使 得 ?= 57E 有 1L 维 正 态 NIzrz Br 及 分布 . 


证 明 : ”定理 5.7 中 取 CO = #7 即 得 必要 性 .下 设 对 任意 的 7 维 
向 量 引 随机 变量 mn = 37E 是 N(87TH,387B 有 ) 分布， 其 特征 函数 


gu)=EF ( ea = exp {iu 一 jr Be) 
取 忆 二 1 恒 得 
E( ewe) 一 ezp 人 5- 55rB5| = 了 [ 动 ， 


这 表明 的 特征 函数 由 (5.4) 式 给 出 ， 即 服从 N{E,B) 分 布 ， 定 理 于 
我 们 在 第 二 章 介绍 2 维 概 率 分 布 时 曾 多 次 强调 ， 随 机 向 量 的 边 
缘分 布 不 能 决定 联合 分 布 . 在 这 里 ， 同 样 要 严格 区 和 分 “n 元 正 态 随机 
向 量 ” 与 “% 个 一 元 正 态 随机 变量 ”这 两 个 完全 不 同 的 概念 .按照 定 
理 5.10, 腿 从 半 元 正 态 分 布 ， 等 价 于 其 分 量 的 任何 线性 组 全 zrE 均 
服从 一 维 正 态 分 布 . 公有 各 分 量 终 (天 二 14,2,.…,n) 服从 一 维 正 态 分 
布 是 远 远 不 够 的 . 下 面 给 出 边缘 分 布 是 正 访 分 布 ， 而 联合 分 布 不 是 正 
态 分 布 的 一 个 例子 . 


例 5.1 设 随机 变量 上 7 独立 ， 同 服从 标准 正 态 分 布 ， 今 


-人 当 专 > 0， 
一 |， 当 ¢<=<0. 


我 们 来 证 明 ¢ 也 是 服从 N{0,1) 分 布 的 ， 事实 上 ， 运 用 全 概 公式 及 
与 ?相互 独立 可 知 ， 当 zz > 和 时 5 的 分 布 函 数 


P{¢ <z} = 3P{Inl < ¢} + 3P{-Inl < z} 


{5.8) 


1 1 和 1 1 _2 
-3/ 广 访 。 far- 让。 7 dt = (2). 
类 羽 可 得 x < 0 时 < 的 分 布 画 数 也 是 更 (z). 至 此 得 证 5 也 是 N(0,1) 
分 布 的 随机 变量 ， 
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下 看 研究 ,5) 的 联合 分 布 ， 理 次 用 全 概 公 去 及 上 7 独立 可 得 


1 
Pn+¢=0=5Pin+t m=0+3P{7 -I=0) 
1 
2 
于 是 十 6 不 是 1 维 正 态 分 布 的 ， 故 用 定理 5.10 知 (7,6) 不 服从 2 
元 正 态 分 布 . 可 以 证 明 (,) 也 不 是 2 元 正 态 分 布 随 机 向 便 . 窗 作 练 
可 . 


1 
=5P{n<0}+3P{n>0)= 


但 是 由 于 已 知 与 7 相互 独立 ， 其 联合 分 布 等 于 各 自 边 缘分 布 
的 聚积 ， 蕉 个, 中 服从 2 元 正 态 分 布 . 
最 后 ， 我 们 介绍 一 个 应 用 定理 5.7 的 例 徊 . 


例 5.2 设 各 ,6zts 是 相互 独立 的 Nto,o?) 随机 变量 ， 而 


和 h = -万 全 十 名 + £3)， 加 一 - 扣 一 mp) 


试 求 Dl 12). 


和 解 : 可 以 把 hw, 2 的 表达 式 和 做 入， 按 定义 计算 mm 的 方差 . 但 
是 可 以 用 更 简便 的 方法 ， 记 


由 


用 定理 5.7 知 耻 服从 2 元 正 态 分 布 ， 其 均值 向 量 与 协 方 兰 矩 阵 分 别 


衬 
(2) -0), cao = (% 2) 
. Li 0 0 oo? 
因此 旋 与 因 独立 ， 仿 服从 入 (V3a,g2) 分 布 ，me 服从 入 (0,07) 分 


布 ， 由 此 易 得 
DO nT2) = ER) 一 [EC ma) 
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= EA)E(N) 一 [EB(m) Ee) = (o 十 3c)c 


3.5,4 ”习题 
1. 设 人 ,四 服从 2 元 正 态 分 布 ， 期 望 向 量 与 协 方差 阵 为 


人 


试 求 它 的 {1) 联合 密度 函数 ， (2}) 联合 特征 函数 . 
2. 若 E= {&1,…,En)? 为 于 元 正 态 分 布 的 随机 向 量 . 求证 对 任 
何 常 数 tb 有 


P{Dé + + bnén = bo} = 0 或 1. 


3. 设 {1, 刀 ) 是 2 元 正 态 分 布 的 随机 向 量 ， 且 对 R,j 二 1,2 有 
五 (如 ) = 0 与 (EK6j)) = 二 02 > 0. 求 7= 证 所 名 的 密度 函数 . 

4. 试 求 例 5.1 中 和 随 析 向量 (6,é&) 的 协 方差 阵 ， 并 由 此 证 明 它 不 
服从 2 元 正 态 分 布 

5. 设 随机 向 量 (8,w} 荫 从 2 元 正 态 分 布 ， 试 导出 十 六 与 二 一 分 
相互 独立 的 充分 必要 和 条件 . 

6. 设 志 与 1 为 相互 独立 的 入 (0,0) 分 布 随 机 变量 , 试 求 号 十 如 
与 惟 十 dn 的 相关 系数 . 这 里 o>0 有 a0,cidz#0. 

7. 没 随机 变量 与 ,.…… ,上 相互 独立 ， 都 服从 标准 正 态 分 布 ， 试 对 


7 巡 作 求 ， , 
m= yt 与 m=)》 6 
k=1 k= 


的 联合 分 布 . 
8. 设 随机 变量 白 , ,名 相互 独立 ， 都 服从 N(0,c2) 分 布 ， 取 
其 平均 值 二 = tt 
(1) 试 求 £ 的 分 布 ; 
(2) 求 上 与 与 的 相关 系数 ; 
(3) 证 明 与 9= (64 一 如 独立 . 


上 二 1 
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第 四 章 ”极限 定理 


4.1 随机 变量 列 的 收 和 敛 性 
4.1.1 作为 可 测 函 数列 的 收效 性 


为 了 阐述 概率 论 中 的 极限 定理 ， 必须 先 介绍 随机 变量 序列 的 几 种 
收 合 性 ， 扼 要 叙述 有 关 概 念 、 性 质 及 它们 之 间 的 关系 . 

如 和 草 所 述 ， 按 照 概率 论 的 公理 系统 ， 概 率 空间 { 吕 ,天 , P) 上 的 随 
机 变量 就 是 样本 空间 从 上 关于 天 可 测 的 实 函 数 ， 作为 一 般 的 实 值 可 
测 薄 数 的 序列 ， 区 机 变量 列 有 相应 的 依 测 度 【概率 ) 收 谣 ， 几 乎 必然 
收 和合 和 7 阶 平均 收 仇 性 ， 先 简 述 这 三 各 收 全 性 的 有 关内 容 ， 总 设 € 与 
én(n 之 1) 是 给 定 概 率 空间 (, 下 ,PP) 上 的 随机 变量 . 


定 1.1 如 果 有 


lim Pfies(o) 一 (wj > 时 =0， 任 6>0, GD 


则 称 {fn】 依据 率 收 伍 到 &, 记 作 &% 号 


直观 地 说 ， (1.1) 式 表 明 ， 当 半 充 分 大 时 ， 如 与 上 有 较 大 差异 
的 概率 可 和 任意 地 小 . 


例 1.1 取 区 间 [0,1) 上 的 几何 概率 空间 ， 即 Q = [0.1), 天 为 区 
间 [0.1) 内 的 波 雷 尔 集 类 ， P 为 勒 贝 格 测度 ， 令 
Te 一 1; 
[1, wel[0,1/2), 
Pt) = (2 w € [1/2,1): 
1l, w €11/2,1), 


?oz 一 0, ww €|[0,1/2):; 
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一 般 地 ， 对 每 个 自然 数 , 将 [0,1) 等 分 为 下 个 子 区 间 ， 并 取 
1, w€ [ti— LD/k, fk), 


一 1, 2 ,大 . 
0， 其 它 . 


Wri) = | 

定义 
861 一 711， 82 63 N22 64 = N31. 
易 见 女 - 为 随 志 蛮 量 序列 ， 出 于 任何 上 > 口 有 
PAlmrilo) le} = PA — ID/R EY = 1/k — 0. 
故 由 定义 1.1 知己 马 0 
定义 1.2 如 果 有 
Plw :liménlw) = tw)} = 1, {1.2) 

则 称 随机 变量 列 长 " 吉 乎 必然 收获 到 6 记 作 名 冯 去 


(1.2) 式 表明 , 对 于 Q 上 的 几乎 所 有 样本 点 w, 数列 全.(w)} 收 化 
到 &(w). 采用 分 析 中 数列 收 竹 的 语言 ,此 时 对 任何 < > 0, 都 有 上 > 1， 
使 当 站 之 站 时 ， 永 有 [fo] -Elwjl< es. 于是， 随机 变量 序列 {5&,,} 
的 收 令 点 集 可 写成 
瑟 = (NN {os ler) -lo) < 二 | <E 厂 . 


mm 二 1] 上 二 1 nn 二 二 
而 in 全 二 的 等 价 条 件 是 P{B) = 1 或 P( 再 = 0. 进一步 地 有 
定理 1.1 &% 汪 二 的 充分 必要 条 件 是 


lim P{ Ulés él> =0, 任 > 0 (1.3) 
证 明 : 对 任何 自然 歼 mm 记 


De 


hm= {I >) er 


位 二 此 
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易 见 (1.3) 式 等 价 于 


limP(Agm) =0 任 m>1 (1.4) 


注音 到 有 oo 时 Axm A Ak mm. 由 概率 的 上 连续 性 知 (1.4) 等 价 


于 Lm | 
PAEm)=0 任 m>1. (1.5) 
外 二 1 


至 此 只 要 再 证 (1.5) 式 是 En 洁 的 充分 必要 条 件 ， 这 一 点 由 


PIf YT Atm) < P(E) < > P(f ) Apm) 
上 尺 二 1 


™m=l 此 一 工 


恒 可 推出 ， 定 理 得 证 . 
推论 1.2 若 & 他 6 则 所 驴 & 
证 明 : 此 推论 由 任 = > 


{és — tl>e} cc (J){lé: ->e) 
= 

及 (1.3) 式 立 即 得 证 . 

推论 1.2 说 明 ， 几 乎 必然 收敛 性 比 使 机 率 收 伍 性 要 强 .此 推论 的 
逆 不 真 ， 上 述 例 1.1 便 是 例证 ， 实 际 上 ， 此 时 对 一 切 w 及 无 论 多 么 大 
的 k, 总 有 miynz > 友 使 t= 二 1 而 En = 0. 就 是 说 例 1.1 中 的 随 
机 变量 列 对 一 切 w 不 收 伍 ， 即 其 收 徊 点 集 避 = BB， 可 以 证 明 ， 每 个 
依 概率 收 敏 的 随机 变量 列 必 存在 某 个 子 序列 几乎 必然 收 黎 到 同一 随 
机 变量 . 


定义 1.3 设 ”>0 为 常数 ， 如 果 傅 机 变量 上 与 名人 2 宇 寻 
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的 + 阶 矩 皆 有 限 ， 并 且 有 

lim Elé, ~- €|" = 0, {1.6) 
则 称 fw] 为 + 阶 平均 收效 到 &, 简称 > 阶 收 侣 ， 记 作 总 守 & 当 
> 一 1 时 可 称 作 平均 收 伍 , * = 2 时 称 为 均 方 收 笋 . 


为 给 出 7 阶 平 均 收 和 化 与 依 概率 收 仇 之 局 的 关系 ， 我 们 需要 如 下 
有 用 的 不 等 式 . 


引 理 1.3 马尔 科 去 不 答 式 设 随 机 变量 £ 的 7 阶 矩 有 限 ， 则 有 
Pllél > 时 < 二 Br， 任 =>0 (1.7) 
证 阴 : 设 & 的 分 布 阔 数 为 F(z), 则 对 任 条 E > 0 有 
Blér” = { lsdar(z) > rdF 
er = {lelarle) > / rape 


> "| dF(z) = erP{It| > sl}, 
{|r|>e} 
这 就 证 明了 (1.7) 式 . 
定理 1.4 车 刀 写 如 则 刀 驴 & 
证 期 : 设 6h 污 & 对 如 一 《用 马尔 科 夫 不 等 式 {1.7) 便 得 ， 
Pilén - 引 > 可 < 二 Bl -6 一 0， 任 <>0 
这 表明 & 必 &. 证 毕 . 


此 定理 的 道 刘 不 真 ， 即 > 阶 平均 收敛 确实 比 依 概率 收 伍 要 强 . 且 
看 如 下 的 例 . 


例 1.2 仍 取 区 间 [0,1) 上 的 几何 概率 空间 (0, 下 , P). 固定 > > 
0, 令 


jy ni/", w€ [0,1/n), 
Ent ) 一 {2 区 [nD), tw) = 人 0. 
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易 见 对 一 切 w 有 (ww) 一 El 用 定理 1.1 知己 &. 但 是 Elé, 一 
二 瑟 |é|" = 1 办 0, 即 {6%} 不 是 7 阶 平均 收 分 到 & 的 . 


出 上 上 可知， 几乎 必然 收 敏 与 7+ 阶 平均 收 敏 都 比 依 概率 收 黎 确实 
地 强 . 但 是 它们 二 者 却 没有 蕴 信 关系， 上述 例 1.1 与 例 1.2 恰好 证 明 
这 一 点 . 


4.1.2 弱 收 衣 


本 节 将 借助 分 布 函 数 引 进 随 机 变量 序列 的 另 一 种 收 伐 性 . 它 比 依 
概 窜 收 伍 性 更 弱 ， 故 称 作 能 收 筑 同时， 由 于 它 等 价 于 相应 的 特征 函 
数 序 列 的 逐 点 收 伍 ， 因 而 在 概率 论 的 极限 定理 中 居 重 要 的 地 位 . 


定 尖 1.4 设 五 (ziEnfzl(ea 之 1) 均 为 实 函 数 . 如 果 有 


lim Ftr) = F(x), 任 I 工 ECF, (1.8) 


其 中 CF 为 孙 数 下 的 连续 点 集 , 则 钦 {FF,} 梯 收 襄 到 下 , 记 作 下 ,地 下. 


这 样 定 义 的 收 钱 性 确实 太 弱 ， 岗 如 ， 尾 意 函数 列 {F,} 均 霸 有 收 误 
于 一 个 点 点 不 连续 的 函数 五 又 如 ， 当 古 , 已 了 时， 可 在 Cr 之 外 
任意 改动 的 值 而 保持 弱 收 化 性 ， 就 是 说 ， 弱 收 伍 的 极限 函数 不 唯 
一 ， 但是， 如 果 再 设 Iz) 为 连续 函数 ， 或 者 象 分 布 示 数 那样 单调 左 
连续 ， 则 弱 收 徊 的 含义 将 大 大 增强 . 


定义 1.5 设 随机 变量 5 与 上 分 别 有 和 分 布 函 数 巴 ,{fz] 与 F(z)， 
且 丙 沁 已 , 则 称 随机 变量 列 {六 分 布 收 侣 到 上 , 仍 记 作 去 马 & 
例 1.3 对 一 切 自 然 数 允 令 


Fag) {人 ) 0, I< D0, 
扎实 】」 一 一 
l, tt > 一 17mn， ( {i rT>0. 


易 见 ,小 FF. 注意 到 局 与 下 分 别 是 随机 变量 上 = -ljn 与 £=0 
的 分 布 消 数 ， 故 按 定义 知 1 依 分 布 收 各 到 &. 
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如 果 在 定义 中 , 不 多 许 在 极限 荔 数 的 间断 点 上 有 例外 ,那么 连 本 
例 中 处 处 政 误 的 常数 列 长 。} 也 不 具有 这 种 收敛 性 ， 可见 ， 旨 收 笋 定 
义 中 排除 极限 湖 数 的 间断 点 是 必要 的 ， 男 一 方面 , 在 Fn 与 下 都 是 分 
布 汕 数 的 情形 ， Ce 至 多 可 烈 ， 由 左 连续 性 知 ， CE 上 的 所 由 CF 
上 的 值 完全 确定 . 就 是 说 ， 此 时 能 收 伍 的 极限 画 数 大 唯一 的 . 因此 ， 
这 种 允许 在 下 的 间断 点 上 有 网 外 的 作法 又 是 可 行 的 .下面 证 明 这 种 
收 伍 性 还 有 更 重要 的 性 质 . 


定理 1.5 若 纪 与 志 则 护 马 记 


证 朋 ; 设 所 (ww) 与 了 F(z) 为 与 二 相应 的 分 布 函数 ， 对 任意 的 
y 之 工 ,出 


{< = {< ts < rE < yn > 7} 


C {én < wx} és — #2 


扒 知 
Fly) < Foals) + P{lta - 引 > -WW 


再 令 一 oo, 用 三 《可 得 
F{y) < lim Fn(z). 
类 似 对 任意 xY < > 有 
lim F(z) < F(z). 
现 设 TE CF, 取 ytzx 且 zz 小 2 便 得 到 
Fl%) < lim Fnlz) < lm F(x) < F(x). 


于 是 
天 (2 = lim F(x), 任 x eCkg:. 


此 即 长 *} 依 分布 收 襄 于 &. 定理 得 证 . 
本 定理 的 逆 不 成立 ， 
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例 14 设 纺 9 独立， 同 服从 了 = 了 /2 的 贝 努 里 分 布 ， 对 一 切 
nn 之 1 取 本 二 9 则 由 5 与 在 同 分 布 知 {ga} 依 分 布 收 全 到. 但 是 


" I 
P{léa —#=1}=P{r -t=1}= 3 


可 见 长 。} 不 是 恢 概 率 收 敦 到 的 . 
但 是 当 极 限 肯 数 为 常数 e 时 ， 依 分 布 收 误 与 依 概 率 收 误 等 价 . 
定理 1.6 车 二 革 c 则 避 号 ce 


证 明 : 因为 常数 < 的 分 布 函数 只 在 c 处 不 连续 ， 故 对 任何 。> 人 0 
有 


Pllés — cle}= Plétn > e+e}+ Pltn Se 一 < 
=1—- mete)t+h(c -e+ oD0, 


这 表明 二 己 ce 成立 ， 证 毕 . 
弱 收 语 还 有 如 下 形式 上 较 弱 的 等 价 形 式 . 


定理 1.7 设 下 (x), (2)(n 之 1) 均 为 分 布 函数 ,， 则 囊 , 筷 瑟 的 
充分 必要 条 件 是 ， 对 于 Cr 的 某 个 三 子 集 九 有 


lim F(z) = F(x), 全 了 所. (1.9) 


证 明 : 由 也 C CE 立 得 必要 性 ,下 设 (1.9) 式 成 立 .对 任何 z € Cr， 
取 了 站 过 过 zz 且 扩 2E 瑟 , 则 有 


有 (三 Rs(z) < Fh). 
上 式 令 一 ec, 用 (1.9) 式 得 
Fly) = lim F,{W) < lim Fn(e) < lim F(x) < lim F(z) = F(z), 
骨 令 yt zx 及 z 小 zx 便 得 证 (1.8) 式 ， 即 丽 , 站 下 . 证 毕 . 
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4-1.3 连续 性 定理 


本 节 的 主要 内 容 是 证 明 分 布 函数 列 的 弱 收 和 伍 等 价 于 相应 特征 画 
数列 的 未 感 收 襄 ， 这 意味 着 由 特征 水 数 定义 及 其 反 演 公 式 所 建立 起 
的 分 布 函数 与 特征 画 数 同 的 一 一 对 应 有 某 种 连续 性 , 故 称 作 连 续 性 定 
理 . 叙述 中 涉及 一 些 著 名 的 分 析 结 果 , 它们 的 内 容 十 分 丰富 ， 证 明 也 
较 复 获 . 有 些 读者 可 以 着 重 在 理解 这 些 定理 的 含义 及 应 用 上 ， 而 忽略 
某 些 证 明细 节 . 


定理 1.8 源 业 第 一 定理 任何 妇 上 的 分 布 函数 列 都 存在 霸 收 往 
于 某 个 有 界 ， 非 降 且 去 连续 函数 的 子 序 列 . 


证 明 : 以 了 = {ri,r2,…} 表 器 中 的 有 理 数 集 ， 对 于 rl, 有 界 数 
列 {Fn(r1)} 必 存 在 收 全 的 子 列 {an(r1)}, 其 极限 记 为 G(r1), 对 于 
r2， 有 界 数列 {本 mn(72)} 也 必 存 在 收 合 的 子 列 {Fz,n(72)}, 其 极限 记 
为 Glra). 由 于 {如 ,n} 是 {了 ,sn} 的 子 列 ， 故 同时 有 


lim Fnfriy 一 Clriy 与 lim Fo,n lr2) = G(r2). 


特此 下 去 ， 可 得 序列 {Fn (T)}, 使 每 个 m, {Fm} 是 {A _1n} 的 
子 序列 ， 从 市 对 一 切 m 之 1 有 


lim Fn(rk) = Gre), k= l,m. (1.10) 


至 此 我 们 得 到 { 天上 的 如 下 子 序列 
Fi Fa Fin; 


Pa, Pasa, -7 Fan, -~- 


Fmn,1; Fm .2) "y Tm,n, ~ 


,211 . 





使 得 11.10) 式 成 立 . 选取 这 个 阵列 的 对 角 线 构 威 的 {。} 的 子 列 {Fn}. 
由 于 此 {Fnn】 是 {Einl 的 子 列 ， 故 有 lim Emalri) 二 Gor 类 似 
地 ， 对 mn 之 2, 由 于 {Fnn} 又 是 {Fz2n} 的 子 列 ， 故 有 lim Fn(72) = 
G(rz)， 一 般 地 ， 对 n > 名 由 于 {Fwn} 是 4,n} 的 子 列 ， 故 有 
lim Frntrk) 三 (rk}. 总 之 {fw} 的 这 个 子 列 {in} 有 性 质 : 


lim Fufro = Gre， 任 me 了 D. (1.11) 


且 避 上 的 极 恨 函数 G 也 是 非 降 及 有 界 的 . 
将 妃 上 的 厂 扩 充 到 学 上 ， 取 


天 (2 = sup G(rg), (1.12) 
和 站 


则 五 仍 是 非 降 且 有 界 的 ， 且 由 于 在 上 下 与 G 相等 ， 故 由 {1.11) 
式 及 定理 1.7 知 Fnn 局 五 余下 只 需 青 证 明 已 左 连续 ， 事 实 上 由 
(1.12) 知 ， 对 枉 何 < > 0, 总 存在 rk < 之 ¥ 使 G(ri] > F(Z) 一 6, 且 对 
于 一 要 yy E (re,Y) 有 


下 (后 2 G(re) > F(T) 一 < 


上 式 先 令 yt zx, 再 令 s 0 便 得 F(x 一 0) > F(z). 此 宕 明 (1.12) 式 
所 定义 的 函数 玉 是 左 连 绪 的 .定理 证 毕 . 

定理 证 明 中 所 用 选取 子 序 列 的 方法 称 作 对 角 线 法 . 

不 能 断定 海 莱 第 一 定理 中 的 极限 函数 五 为 分 布 函数 ， 事 实 上 ， 
取 = n(n 之 1), 则 对 应 的 分 布 函数 媚 , 对 0, 极限 函数 不 是 分 布 函 
数 . 


定理 1.9 海 莱 第 二 定理 设 分 布 函数 列 {Fn} 验收 伍 于 分 布 疯 数 
(fT), 则 对 任 条 有 界 连 续 函 数 wp 有 


/ pz) dP (xz) — [ p(x) dF(g). {1.13) 
我 袜 
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证 明 ; 按 2.7.5 节 的 随机 变量 存在 性 定理 (定理 7.9), 取 9 = 
(0,1), 天 为 区 闻 (0,1) 中 的 波 需 尔 集 类 ， 卫 为 勒 贝 客 测 度 ， 再 在 概率 
空间 (0, ,了 ) 上 取 


én = Fw), n>>1 机 =F (ww), 网 


则 随机 变量 5 与 上 分 路 以 Fr) 及 Fr) 入 二 全 各 清 数 .注意 ， 分 
布 函数 w = 和 其 学 调 下 全 一 了 ha E {0,1) 都 是 
单调 非 降 的 ， 且 有 相同 的 图 形 (参见 2.7.5 节 图 7.1),， 故 由 丽 fz)] 一 
F(z) ,2 EE CF 可 推出 Fi{w) 一 了 one Cr-i. 也 就 是 说 ， 所 构 
造 的 随机 变量 列 {#&%} 几乎 必然 收 语 到 &. 在 Ce-ilw) 外 改 取 后 与 
E 均 为 以 这 不 影响 它们 的 分 布 ), 则 {th%} 姓 处 收 误 到 ££， 从 而 对 有 界 
连续 范 数 y¥, 序列 {p(n)} 收 敦 到 ef. 用 勒 风格 控制 收复 定理 可 得 


百人 En 并 一 Elp(é). 


些 邵 待 证 的 (1.13) 式 .， 证 完 . 
至 此 我 们 已 准备 好 报 述 本 节 的 主要 结果 . 


定理 1,10 连续 性 定理 分 布 阔 数 列 {F(z)} 弱 收 误 到 分 布 函 数 
F(x) 的 充分 必要 条 件 是 ， 相 应 的 特征 遂 数 列 {ft)} 逐 点 收 敦 到 相 
刻 的 特征 函数 六 ). 


证 明 : 必要 性 设 瑟 急 下 ,对 有 界 连 续 函 数 costz 与 sintzx 分 
别 用 定理 1.9 使 得 ， 当 nn 瑟 oo 时 对 一 切 t+E 胃 有 


fnlt) = hostzaps (a) + f sints 地 正人] 


下 /cz dFfz] + f sintrdFle) 二 Ft). 


充分 性 ” 据 定 理 1.8 知 ， 分 布 沙 数列 {后 ,}】 必 存 在 子 序列 {到 }， 
使 当 一 oo 时 FF 六 下 其 中 极限 函数 所 是 员 上 非 妊 左 连续 函 
数 ， 且 有 界 ， F{—o0) > 0, F{+o0} < 1. 下 证 此 二 式 均 取 等 号 ， 即 
局 .为 盆 布 函数 . 
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如 着 不 然 ， 有 
a= F(too0) — F{—o0) < 1. (1.14) 


耶 么 ， 一 方面 由 f(0) = 1 及 f(t) 连续 知 ， 对 满足 0<e<1-a 的 
任意 <, 存在 充分 小 的 正 数 r, 使 


1 TT 
a | 广 flt)dt 


另 一 方面 ， 既 然 Phx 号 扩 , 由 (1.14) 式 知 可 选取 5 > 4/s7, 使 一 6 与 
b 皆 为 五 的 连续 点 ， 且 存在 自然 数 玉 , 使 当 大 > 下 时 有 





[= 右 
1 一 一 > 一 。 1.15 
> 本 a+3 { ) 


gk = Fa (b) — Fi (6) <a+E. 











4 
再 由 四 
/ etdt| < 27 
及 |z| > 时 有 
et 人 | 一 ant < 2 
人 宛 b 
使 可 得 到 
11/ na = If 六 sa (sz) 
| -去 | f/f: ne 

















1 7 1 i 
ff ea] arto 2) [aaa 
27 (bb) br 27 (zl>m) Li 


1 
Sot ati<ati+i=a+3, 


这 与 (1.15) 式 广 盾 ， 至 此 得 证 {fn} 的 子 列 {2%,} 弱 收 合 到 分 布 函 
数 所 .对 此 运用 已 得 证 前 必要 性 知 请 所 对 应 的 特征 画 数 为 上 再 用 
唯一 性 定理 可 推出 六 = 五 . 

最 后 证 明 分 布 函数 列 { 忆 } 也 弱 收 化 到 严 ， 仍 然 用 反 证 法 .如 
若 不 然 ， 必 存在 的 连续 点 zo, 使 (x0) 二 P(xzo). 于 是 有 界 数列 
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{F(z0)} 必 会 收敛 子 列 Ts(zo)}. 其 极限 值 Fin, (70) 一 亚 *(zo) 天 
F(z0). 对 分 布 函数 序列 { 丽 os} 运用 定理 1.8, 又 存在 子 列 {Em} 使 
Fm 号 F*，F* 与 前 述 环 至 少 在 zo 上 不 同 ， 但 是 重复 上 述 论证 可 
知 F* 也 应 当 是 与 了 对 应 的 分 布 函数 ， 由 唯一 性 定理 知 F* = 五 , 这 
导出 矛盾 .定理 证 完 ， 

我 们 指出 , 这 里 只 叙述 了 这 些 著名 定理 的 最 必需 的 部 分 . 它们 的 
实际 内 容 要 丰富 得 多 ， 比如， 定理 1.9 的 道 也 成 立 ， 其 它 定 理 也 可 以 
明显 地 加 强 ， 有 的 条 件 可 以 减弱 ， 有 的 结论 可 以 增强 ,限于 篇 幅 ， 不 
一 一 话 膛 . 

可 将 随机 变量 序列 之 凡 种 下 敏 性 间 前 蕴含 关系 总 结 如 下 ; 


几乎 必然 收复 ”= 惊 梳 率 收 化 ”= 分 布 函数 的 弱 收 做 
公 hs 
F 阶 平均 收 北 特征 苗 数 逐 点 收 北 


和 14 习 显 


1. 求证 例 1.1 中 的 随机 变量 序列 是 了 阶 平均 政 襄 的 . 
2. 设 扎 号 6 各 号 太 求 证 (全 外 十 加 号 上 十 六 (2) Enmn 号 


3. 设 避 号 aa 汉中， 求证 上: 号 @-1， 

4. 试 证 6 兮 志 的 充分 必要 条 件 是 [Ti] 一 0. 

5. 试 证 核 概率 收 伍 的 随机 变量 序列 必 存 在 几乎 必然 收 敏 到 同一 
极限 的 子 序 列 . 

6. 设 任 %} 为 非 负 随机 变量 的 单调 下 降序 列 ， 且 如 号 0, 求证 
上 

7. 设 对 于 一 切 自 然 数 n> 1 和 服从 柯 西 分 布 ， 其 密度 函数 为 


nt 
pn lz) 三 x(1 n2r2) 和 
求证 6 号 0. 


* 215 . 


8. 设 {fa} 为 狂 立 随机 变量 序列 ， 它 们 有 共同 的 密度 梢 数 


pT) = er > 


令 和 = maxft ta] 求证 mr 号 和 

9， 设 正 态 分 布 函数 列 【Psfzj+ 能 收 伍 到 分 布 函 数 F(z), 求证 
F(z) 也 是 正 态 分 布 函数 ， 且 相应 的 期 望 与 方差 也 收 伍 . 

10. 设 {Ek} 为 独立 随机 变量 序列 ， 它 们 都 服从 -1 与 1 两 点 上 
的 等 可 能 分 布 ， 试 证 加 = 也 已 /2k 依 分 布 收 全 到 区 间 (一 1,1) 上 的 


均 名 分布 随机 变量 . 

11. 设 长 上 依 和 分 布 收 钱 到 {pw} 使 分 布 政 全 到 常数 a 求证 
{En 二 Pr 以 分 布 收 敏 到 十 a. 

12, 设 {6%} 依 分 布 收 但 到 {nm} 依 分 布 收 和 伍 到 0. 求证 {én.7n1} 
以 分 布 收 证 到 0. 

13， 设 {5&5} 人 恢 分 布 收 伍 到 上 数列 an 一 a, bs 一 由 求证 
{anén 十 bn} 依 分布 收 仑 到 gt 十 b. 

14. 假定 {$%} 依 概 率 收 敦 到 ,求证 对 任意 连续 隔 数 g, 序列 
{9(&n)} 依 概 率 政 襄 到 g(#). 再 证 将 上 述 “ 依 概率 ” 均 改 为 “ 依 分 布 ” 
命 稻 仍 真 . 

15. 设 分 布 函数 列 {F(x)} 绊 收 侣 到 连续 的 分 布 画 数 F(x), 求 
证 这 种 收 印 对 ze 和 是 -一致 的 . 


4.2 大 数 定律 
4.2.1 定 兴 与 马尔 科 夫 条 件 


在 本 书 的 开头 ， 我 们 曾经 用 “频率 的 稳定 性 ”引出 概率 这 个 基本 
概念 许多 试验 结果 表明 ， 量 然 一 次 随机 试验 中 某 确定 事件 发 生 与 否 
不 能 预言 , 但 是 如 果 在 相同 条 忻 下 大 量 重复 这 个 试验 ， 则 此 事件 发 生 
的 频率 会 稳定 在 某 个 值 附 近 . 这 说 明 , 在 一 定 条 件 下 各 事件 出 现 的 可 
能 性 的 大 小 是 客观 存在 的 ， 可 以 用 上 述 频率 的 稳定 值 来 度量 ， 这 就 是 
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事件 的 概率 .频率 的 稳定 性 呈现 在 大 量 重复 试验 中 , 历史 上 把 这 个 试 
验 次 数 很 大 时 出 现 的 规律 称 作 大 数 定律 

后 来 我 们 又 引入 了 贝 努 里 概 型 来 刻画 独立 重复 试验 ， 将 一 成 功 
(好 事件 4 发 生 ) 概率 为 p 的 试验 独立 重复 n 次 ， 其 中 成 功 J 次 ， 
如 pn 是 二 项 分 布 随机 变量 . E(w) = ip,， Dfpn) 二 mpg， 因此 成 
功 的 频率 jain 也 是 随机 变量 ， 其 期 望 为 p 与 4 无关， 且 方 着 pg/n 
当 nn -oo 时 趋 于 0. 熟知 ， 方 闫 为 0 的 随机 变量 恒 等 于 它 的 期 望 
所 以 m 二 oo 时 频率 jn 应 以 概率 p 为 极限 ， 另 一 方面 ， 可 以 写 
pn = 呈 克 ,其 中 各 ,6 相互 独立 ， 具 有 相同 的 贝 努 时 分布 ， 至 
此 ， 问 题 化 为 研究 n -+ co 时 的 平均 信和 序列 4 6k 的 极 服 行为 
鉴于 已 在 上 节 讨论 过 随机 变量 列 的 各 种 收 敏 性 , 因此 我 们 可 以 给 出 大 
数 定律 的 严格 定义 . 


定义 2,1 设 {56} 为 随机 变量 序列 ， 它 们 都 有 有 限 的 数学 期 望 
BlEn). 如 果 


2 Dl — E(é4)] 一 0， (2.1) 
则 称 长 } 满 足 大 数 定 律 . 如 果 进 一 步 有 
1 a 
~ 》 区 -Bo (2.2) 
点 二 1 . 


则 称 {Ej 满足 强大 数 定律 . 


由 上 节 推 论 1.2 知 ， (2.2) 式 草 售 (2.1) 式 ， 故 大 数 定律 有 强 红 
之 分 ,习惯 上 总 把 弱 大 数 定律 的 “ 弱 *” 字 省 略 ， 以 下 将 针对 不 同 场 合 
分 别 给 出 大 数 定 律 (2.1) 与 强大 数 定律 (2.2) 式 成 立 的 条 忻 ， 本 节 先 
介绍 马尔 科 夫 条 件 及 其 推论 . 

与 普通 数列 的 极限 类 似 ， 葛 证 明 随机 变量 序列 收 仿 ,必须 估计 它 
与 极 限 随 机 变量 的 差 ， 因 而 ,建立 适当 的 不 等 式 ， 常 常 是 证 明 收 敦 定 
竹 的 前 春 ，. 上 节 引 理 1.3 已 经 给 出 了 马尔 科 夫 不 等 式 ， 它 在 + 二 2 时 
的 特例 便 是 著名 的 切 贝 谢 夫 不 等 式 . 
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引 理 2.1 切 贝 谢 夫 不 等 式 若 随机 变量 《 有 有 限 的 方差 ， 则 
P 人 E- E(Ol2e}< 5D), 任 s>0 人 @3) 
如 下 大 数 定律 是 本 节 的 主要 结果 . 
定理 2.2 设 {5%} 是 方差 有 限 的 随机 变量 序列 ， 如 果 有 


1 TE 
WD (De) 一 一 0, (2.4) 
二 1 


则 {é&5} 满足 大 数 定律 ， 


证 朋 : 电 切 贝 谢 夫 不 等 式 及 【3.4) 式 立 得 ， 对 和 任意 < > 0 有 





£2 


PU Dl ~ BCE 2 «} < 让 DZ 的 一 0 


即 (2.1) 式 成 立 ， 和 定理 得 证 ， 
(2.4) 式 通常 称 为 马尔 科 夫 条 件 . 它 是 大 数 定律 的 一 个 容易 验证 
的 充分 条 件 . 


推论 2.3 切 贝 谢 夫 大 数 德 若 序列 {fel 两 两 不 相关 且 方 差 有 
界 : 了 D(a 三 人 宫 (3 之 1), 网 {,} 清 足 大 数 定 律 . 


证 明 : 在 所 给 的 条 件 下 ， (2.4) 式 的 左 方 
1 ， 雪 1 必 C 
sD(D, &:) = 3 2 Dé) < 0, 
站 一 工 具 一 1 
和 马尔 科 夫 条 件 满足 从 而 大 数 定 律 成 立 ， 证 完 . 


推论 2.4 贝 竟 里 大 数 律 设 jw 为 n 重 见 努 里 试验 中 成 功 次 数 ， 
则 当 mn 王 oc 时 有 
“一 + Pp. (2.5) 
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证 朋 : 如 前 所 述 ， 可 写 jt。 二 3 如， 其 中 {Ek} 为 独立 的 贝 努 里 
二 1 


序列 ， 且 天 (= Pi DG 二 Pq < 1. 因此 推论 2.3 的 条 件 满足 ， 从 
市 大 数 定 律 成 立 ， 证 毕 .， 
此 推论 融 是 “频率 以 概率 为 其 稳定 值 ” 的 严格 数学 刻画 . 


4.2.2 若干 引 理 


在 进一步 讨论 大 数 定律 成 立 的 其 它 条 件 之 前 , 本 节 先 敬一 些 必 要 
的 准备 ， 首 先 给 出 著名 的 波 雷 尔 - 康 特 里 引 理 . 回忆 事件 列 {4.1 的 
上 限 集 与 下 限 集 


lim 4 = 门 (44 = {有 无 限 多 个 4% 发 生 },， (2.6) 


站 一 二 n= 
lim A., = LU (1 44n 二 {至 多 有 限 个 4 不 发 生 }, (2.7) 
机 二 1 n= 下 

引 理 2.5 波 雷 尔 - 康 特 里 引 理 
(1) 车 > P(An) < -oo 则 Pllim 4 = 0; 

三 1 和 
(2) 设 事件 列 {44] 相互 独立 ， 则 小 P(A44) = +oo 的 充分 必要 

Tt 二 1 
条 件 是 Pflim 4A,) = 1. 


证 明 : (1) 记 Bk = U 4 由 (2.6) 式 知 Bs J Hm 4。. 据 概 率 的 
上 连续 人 性， 次 可 加 性 及 站 P(A,) < +eo 可 得 
nr 二 1 


Pllim A,) = lim PLBE) < lim 2 P(An) 一 0. 
(2) 先 证 必要 性 ， 由 独立 性 知 ， 对 一 切 所 了 > 1 有 


是 十 了 


天 十 
R 门 到)= [1 — P(A;)), 


了 一 大 机 二 由 
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任 因 定 &, 上 式 令 了 一 oo 可 推出 
= [ii ~ Rd 
本 二 四 


但 级 才 二 P(An) 发 散 香 含 上 式 右 方 无 穷 科 积 为 0, 运用 (2.6), (2.7) 
式 及 概 这 的 次 可 加 性 便 香 还 





PlimAn) =1- PlimAa)>1- S_P(F | A.)=1. 
™ 尽 二 1 有 4 二 丰 
再 证 充分 性 ， 反 设 实 P(An) < +oo, 则 由 已 证 明 的 (1) 可 得 
Tn 二 1 
Pllim Aa) = 0, 矛盾 ， 引 理 得 证 . 


此 引 理 中 (1) 的 道 命 题 不 真 ， 这 就 是 说 ， 如 果 没 有 独立 性 假设 ， 
由 Pdim 4) = 0 不 能 导出 二 P(4n) 收敛 ， 其 证 明 留 作 练 习 ， 


由 于 级 数 2 P(4n) 非 收 伍 即 发 散 ， 故 由 上 述 引 理 知 ,独立 事件 


列 {An} 之 上 限 集 发 生 ， 即 它们 中 有 无 限 多 个 发 生 的 概 宁 非 0 即 1 

从 而 排除 了 此 概率 取 0 至 1 之 间 其 它 数 信和 前 可 能 性 .事实 上 ， 每 个 

独立 事件 列 {4%} 的 尾 事 件 【 即 由 呈 一 ec 时 {4n} 的 性 质 所 决定 的 

事件 ) 的 概率 都 是 非 0 即 1 的 ， 概率 论 中 将 这 种 性 质 称 作 0-l 律 . 
如 下 引 理 包 会 今后 将 用 到 的 几 个 分 析 事 实 . 


引 理 2.6 考虑 实数 列 {ca} 及 其 部 分 和 sn = 天 ck 所 组 成 的 
数列 fs 

1” 荐 en 二 can oe 

2 设 bm 二 sup{lsmts — Sm| :Ek 之 1},5=inffbn:m > 11), 
en 收 雍 的 充分 必要 条 件 是 b= 0; 


3° 柯 罗 奈 克 引 理 若 入 cfn 收 伺 ， 则 sw/n 0. 
nn 二 1 
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和 证明: 1? 对 任 <>0 选 ni 使 n> ni 时 |en 一 c| < sf2, 和 再 选 
nz>ni 司 n> na 时 3 ices 一 c/n < el2. 于 是 当 宙 > ma 时 有 
k=1 








Tt 
Bn [en | 
A 
LF 2, nn 
上 二 1 
3 a 3 ceo EE 
入 2 2 
下 一 】 此 二 4- 十 1 


2° 车 5 = 0, 则 对 任意 2 > 小 存在 ml 使 Bh，< sz. 从 而 对 一 切 
1 有 |sn+tk 一 Sni| <E. 这 表明 3 en 收 雍 ， 道 命题 证 明 类 秘 . 
n= 二 1] 


3° 再 令 
tn 一 9, tn 》 多 之 1， 


则 由 cx = Ett 一 不 ~1) 可 得 


十 1 n 二 1 


号 rm 十 1 一 Dh hi- Dr nl n>1 


于 是 有 





Sn_1 性 1 
ri = n 之 1. (2.8) 
上 二 1 


现 设 > cnfn 收 化 ， 即 其 部 分 和 序列 {t} 收 仑 到 一 个 有 穷 的 极限 


由 已 证 得 的 1 知 序列 【上 如] 也 收 伍 到 t， 由 此 在 (2.8) 式 中 令 
一 二 
nn 一 00 便 得 证 sn /n 一 0. 引 理 全 都 证 完 . 


引 理 2.7 对 尾 何 模 不 超过 1 的 复数 211 "Cn 与 WH Tn 有 
1z1 一 饥 1 Wn | 挟 > [zx 一 ie (2.9) 
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证 明 : 当 束 三 2 时 我 们 有 
[zz2 一 it = |(z1 — wijzz + (2 — Wo)wl < |z1 ~ wi| + |22 ~ wzl, 


再 用 归纳 法 便 推 出 (2.9) 式 对 一 切 下 关上 成 立 . 证 毕 . 
最 后 ， 回 忆 我 们 在 3.4.1 节 的 引 理 4.2 中 已 给 出 指数 函数 et 之 
泰勒 展 式 的 余 项 人 和 估计， 特别 地 ， 对 一 切 xER 有 


le 1|<|z|A2.; (2.10) 
2 工 。 7 _ 9 
| es 一 上 一 生气 py A [2|2)); (2.11) 
3 ,2 1 3 2 
|e“ -1-i+ |< (glz| } A (2*). {2.12] 


并 运用 它们 研究 了 特征 阔 数 f(t) 的 素 勒 级 数 . 如果 局 限于 无 穷 小 的 
t, 则 有 如 下 结果 . 


引 理 2.8 只 要 随机 变量 £ 相应 的 矩 有 限 ， 则 当 土 一 0 时 其 特 
征 函 数 flt) 有 展开 式 


ft) 一 工 十 于 已 人 + olt); (2.13) 
flt) = 1 + E(t) 一 spl(é?) + olt*). (2.14) 
证 明 : 由 {2.11) 式 知 
12..2 
|e””—1— itr| < wr A (2|#| £|), 
对 & 的 分 布 丽 数 取 积分 得 
0) — 1 ~itB(E) < He{( es) Al 


当 上 一 0 时 ， 上 式 右 方 花 揪 号 中 随机 变量 趋 于 0, 且 被 可 积 的 2 所 
控制 , 故 用 勒 员 格 控制 收敛 定理 得 证 E{( 由 2)A(2|#|)} 是 无 穷 小 量 . 

从 而 (2.13) 得 证 ， 类似 地 ， 以 (2.12) 代替 {2.11) 式 便 可 证 明 (2.14) 
式 ， 证 毕 . 
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4.2.3 同 分 布 场合 的 大 数 定 律 


定理 2.9 辛 钦 大 数 律 对 于 独立 同 分 布 随机 变量 列 1€%.), 大 数 定 
律 (2.1) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 (én) = a 有 限 . 


证 明 : 必要 性 助 大 数 定律 的 定义 所 要 求 的， 只 需 证 明 充 分 性 ， 忆 
定 {不} 之 共同 的 特征 函数 为 f[ 引 , 则 由 引 理 2.8 知 t 一 0 时 有 


f(t) = 1 + iot + ot). (2.15) 


从 而 二 部 6 的 特征 函数 为 
二 
tn [iia trocty)” 
A = |1tia t+olt)| 
对 充分 大 的 n, 用 引 理 2.7 可 得 


WO -tia EP | sn f(tat | 








再 用 (2.15) 式 知 n 一 50 时 上 式 右 方 趋 于 0. 于 是 有 


t 1 ， 
， 二 na 一 1 1 » 一 1 一 zt 
lim[f (=)] lim( + Za ~) e 


据 连 续 性 定理 1.10 及 定理 1.6 便 得 上 六 & 依 概率 收 合 到 a. 证 完 
古 二 1 


注意 前 述 员 努 里 大 数 定律 也 可 以 由 辛 钦 大 数 定律 推出 . 以 下 考虑 
同 分 布 情形 的 强大 数 定律 成 立 的 充 要 条 件 . 为 了 了 解 强大 数 定律 证 明 
的 实质 ， 我 们 还 是 按 历 史上 的 顺序 ， 先 考虑 贝 努 里 场合 . 


定理 2.10 波 雷 尔 强 大 数 律 设 pv 为 重 贝 努 里 试验 中 成 功 的 
次 数 ， 则 ”= 一 oo 时 有 
me 2 yp. (2.16) 
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证 明 : 记 4 二 {anin ~ pl 之 sj， 则 由 定理 1.1 知 ， [2.16) 式 成 
立 的 充分 必要 条 件 是 


PllimAn)=0,， 任 e<n0 
再 根据 波 雷 尔 - 康 特 蛙 引 理 知 ， 这 只 要 证 明 


D_ PlAs)<+o0, 任 s<0. (2.17) 


m1 


如 果 仍 象 证 明 弱 大 数 定律 那样 用 切 贝 谢 夫 不 等 式 ， 我 们 只 能 得 到 


1 hn pq 1 
PL < —D{—}= Oo, < . 
(An) < £2 ( TiE2 MiE2 





这 一 怖 计 天 粗 精 ， 不 能 满足 (2.17) 式 的 需要 , 改 用 了 = 4 时 的 马尔 科 
夫 不 等 式 可 得 1 


Hn 4 
PiA,l < 一 一 好 | ， 
Cu) < 二 可 如 -| 


为 计算 式 中 的 4 附和 矩 ， 仍 将 An 写 为 1 个 独立 贝 努 里 分 布 随机 变量 
之 和 Hn 一 和 Ex. 于 是 有 
三 1 


BE -p= 5 王 和 -有 全 -可 全 -站 全- 中 


他 1 
注意 三 ,……' ,én 相互 独立 ， 有 打 同 的 期 望 p, 故 上 式 和 号 中 只 舍 形 如 
El(éi ~ 2) | 与 BB[(&; 一 p)2(&; 一 p)?3] 的 项 .最 后 因 EE[(&; 一 p)4 = 
palp’ 十 的 ) Ellé: 一 PE — p)] = p22(i #7), 并 注意 到 和 和 号 中 共 
含 前 书 项 ， 后 者 (°) (°) = 3n(n _ 1) 项， 可 得 到 
Bl -pl = DE [n(p? + ge) + 3pg(n? —n)] < 二 
代入 马尔 科 夫 不 等 式 右 方 可 得 
1 
PlA,)} < drn2ed’ 
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这 是 以 使 (2.17) 式 成 立 ， 至 此 波 雷 尔 独 大 数 定 律 得 证 . 

下 面 对 -- 般 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 给 出 相应 的 强大 数 定 律 . 
回忆 定理 2.10 中 对 贝 努 里 情形 的 证 明 ， 本 质 上 只 用 到 这 个 独立 同 分 
布 序列 的 四 阶 中 心 矩 百 [( 人 一 站) 人] 与 B[(&x 一 Pp)* (5 一 PP?] 有 限 , 并 没 
有 用 到 贝 努 里 情形 的 其 它 特性 . 所 以 ,在 四 阶 中 心 矩 有 限 的 前 提 下 ， 
其 证 明 可 以 肆 搬 到 一 般 独 立 同 分 布 情形 . 在 如 下 定理 中 ,我 们 在 明显 
减弱 的 条 件 下 ， 得 到 一 般 独 立 同 分 布 场合 的 强大 数 定律 . 证 明 中 采用 
恰当 地 选取 子 序列 的 方法 , 仅 用 场 只 谢 夫 不 等 式 就 得 到 了 满足 波 雷 尔 
一 康 特 里 引 理 要 求 的 枯 计 式 . 而 且 运 用 著名 的 “ 截 时 法 ", 连 切 员 谢 夫 
不 等 式 中 “方差 有 限 ” 的 要 求 都 可 以 绕 过 ， 尽 管 这 个 定理 的 证 明 所 用 
的 篇 幅 较 大 ， 但 是 所 用 的 技巧 是 值得 学 习 的 . 


定理 2.11 ”假定 {s} 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 如 
果 它 们 有 有 限 的 数学 期 望 (6%) = a, 则 强大 数 定律 成 立 , 即 my co 
时 存 , 
1 i 
一 ch 一 一 0, [2.181 
证 明 : 记 部 分 和 5 = ) &。 如 对 非 负 情形 证 明了 (2.18) 式 ， 
一 | 
那么 有 





局- 1 一 1 Wa _ as 
= BE)— B(ET)= 0. 


TL 


上 故 不 妨 假定 {t&4} 是 非 负 随 机 变量 列 ， 
取 每 个 5,, 的 截 尾 随机 变量 


一 Enli)} Xro,n] [én {0)]. (2.19) 


oh Pen(w) Sn 
tale) 人 著名 (wj] > n. 


其 中 Xionj(z) 是 区 间 [0,m] 的 示 性 区 数 ， 相 应 的 部 分 和 记 为 5% = 


223 - 


对 每 个 实数 8 > 1, 取 自 然 数列 的 子 序列 tn = | 的 ], 其 中 方 描 号 
表示 其 中 实数 的 整数 部 分 ， 先 考查 相应 的 子 序列 {5% ) 以 F(Z) 丽 
{én} 的 共同 的 分 布 函数 ， 则 有 界 随机 变量 5;， 的 方差 


PS) = 》 Det) < Yi) 
££ 二 1 让 一 1 


tn 十 om 
一 二 / ridFlx) < 上 x Xo TAPE). (2.20) 
FT 4 10,k] 0 


用 切中 谢 夫 不 等 式 便 得 到 任 z> 0 有 





PT ~ B(S) 26} < ~ D(s* ) 


S22 
n= 二 1 下 
1 2 十 op pp? 
BY xole)drl) (2.21j 
ni140 Tn 


对 于 区 0 及 讶 = 28/{9 一 1), 如 果 N 是 使 之 z 的 最 小 自然 数 ， 
则 因 y 之 1 时 有 5 达 2[j, 所 以 有 


公 一 上 n= 


将 此 式 代 入 [2.21) 式 便 得 任 :>0 有 


1 1 rt™ Ma 
二 中 > 人 一 
2 PI [Ss E(S%)|>e} < 人 MzradFl(r) 3 <to0. 


运用 波 雷 尔 ~ 康 特 里 引 理 可 得 ， 任 e > 0 有 
Oe 1 
PI UlSs, ~ E(S2,)| > 6]}=0, 
kk 二 ljn=k 


租 由 上 节 定 理 1.1 便 证 得 ni -oo 时 有 


1 各. 自 ， 
[Se — ES )| -一 (2.22) 
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由 {点 】 的 定义 (2.19) 式 知 人 三 纹 隔 二 页 据 单调 监 伍 定理 可 得 
五 [Er*] 下 E81) = a， 再 用 引 理 2.6.1* 推出 1E(5*) 一 4 联合 
{2.22) 式 便 得 到 


St, 0. (2.23) 
注意 到 
+ 
Dr 和 上 直 一 ype > ee Pléi > dt= E(t) < 十 co， 


Nn 二 1 
上 式 中 最 后 一 个 等 号 可 愉 见 习题 3.1.5 的 第 6 或 7 题 , 再 次 运用 波 雷 
尔 一 康 特 里 引 理 便 得 到 ， 任 <>D 有 
P{fN Ulés -人 >e= 
Ek 二 1 下 一 大 


这 表明 nn 一 00 时 5 一 夏 0. 用 引 理 2.6.1° 知 


再 联合 (2.23) 式 便 得 | 
Su “Sa. (2.24) 


最 后 ， 若 wn 所 玉芝 Wnt1; 则 由 级 的 非 负 性 知 
ir Du Bk < ry 1 人 
Untl Ur Ek un tin+1 : 
注意 an+lyun 一下 取 上 = 在 十 1 并 令 n( 及 相应 的 趋 于 无 
穷 . 由 (2.24) 式 知 ， 以 概率 1 有 


pm Se 
TE 





[mp 








‘a. (2.25) 


对 每 个 《之 1, 记 上 式 不 成 立 的 例外 集 为 Bx, 且 取 器 = 局 Ez 则 


P(E) = 二 0, 而 在 百 之 外 {2.25) 式 对 一 场 1> 1 成 立 . 全 4 oo 全 得 
证 瑟 上 恒 有 
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这 就 是 要 证 的 (2.18) 式 ， 证 完 ， 
我 们 给 出 强大 数 定 律 的 一 个 简单 应 用 . 


例 2.1 用 蒙特 卡 浴 方 法 计算 积分 在 第 -- 章 的 1.3.1 节 已 介绍 过 
蒙特 卡 兆 方法 .这 就 是 遂 过 设计 适当 的 随机 试验 求解 计算 问题 的 方 
法 . 大 数 定律 提供 了 这 种 算法 的 严格 数学 基础 .考虑 定 积分 


T= f 站 


的 近似 计算 ， 其 中 f(z) 为 区 间 fa, 上 的 有 界 连 续 函 数 ， 我 们 介绍 两 
种 算法 ， 一 种 基于 定理 2.10, 另 一 种 基于 定理 2.11. 


算法 1 不 妨 假 定 a=0,86 二 1, 且 0 < f(z) <1. 不然, 这 一 候 
定 可 道 过 简单 的 坐标 变换 而 实现 ， 熟知 ， 积 分 值 了 就 是 单位 正方 形 
2 二 [0,1] x [0,1] 中 ,位 于 曲线 = 了 (x) 之 下 曲 边 梯形 4 的 面积 . 
如 果 随 机 点 付 , 中 在 肌 中 均匀 分 布 ， 则 了 就 是 事件 {(t&,w) € 4} 发 
生 的 概率 . 将 此 试验 独立 重复 n 次 ， 以 pm 表 上 述 事件 发 生 的 次 数 ， 
则 由 波 雷 尔 强大 数 定律 知 ， 频 率 jj 几乎 必然 趋 于 概率 值 工 即 以 
概率 1 保证 ， 以 pnjn 作为 积分 的 近似 值 ， 当 mn 很 太 时 可 以 达到 尾 
何 精 度 要 求 . 不 难 用 均匀 分 布 随机 数 模 拟 全, #9) 的 rn 次 独立 的 实验 
值 (zk Yj)k 二 1,…… ,nn. 记 录 tk 所 f(r) 发 生 的 次 数 pn, 便 可 算出 
的 近 慨 值 . 
算法 2 假定 作 %} 为 独立 随机 变量 列 ， 每 个 如 均 服 从 区 间 (ce, 贞 
上 的 均 句 分布. 则 序列 {f(&m)} 仍 是 独立 同 分 布 的 ,有 有 限 的 数学 期 
望 
pb 
Bn) | bit = 二 
据 定 理 2.11 可 知 ， 以 概率 1 有 
I 


lim = Dp FE) = 互 [7(E)] = pe 
k=1 4? 
于 是 可 通过 均匀 分 布 随机 数 给 出 {6} 的 样本 值 {zn}, 再 用 近似 公式 


p— nn 
Ts 一》 fsx) 
E=1 
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量 可 完成 定 积分 的 近似 计算 ， 强 大 数 定 律 保证 ,这 种 算法 失败 的 福 率 
也 是 0. 

这 虫 介 绍 的 算法 均 通用 于 重 积分 的 近似 计算 ， 而 且 计 算 的 精确 程 
度 与 积分 的 维 数 无 关 ， 这 是 蒙特 卡 洛 方 法 的 一 天 长 处 . 


4.2.4 独立 情形 的 强大 数 定律 


本 节 将 同 分 布 条 件 去 掉 ， 汪 加 其 它 便于 验证 的 充分 条 件 ， 导 出 一 
鹏 独立 随机 变量 序列 的 柯 尔 莫 戈 洛 夫 强大 孝 律 . 为 此 ， 先 要 引进 更 为 
精细 的 不 等 式 . 

考虑 独立 随机 变量 序列 低 %} 及 其 部 分 和 序列 {3。}， 假 定 每 个 
tn 都 有 有 限 的 方差 D(&n) 二 ca 并 设 吾 (各 ] = 0. 对 于 期 望 不 为 0 的 
情形 ， 可 研究 序列 {一 瑟 (En)} 而 不 失 一 般 性 ， 我 们 已 有 切 贝 谢 夫 
不 等 式 

PilSs|l>e) < Ds) 任 e>0 
下 面 来 证 明 ， 在 {%} 相互 独立 的 场合 ， 此 不 等 式 可 以 大 大 加 强 . 


定理 2.12 柯 尔 莫 蕊 洛 夫 极 大 不 等 式 设 随机 变量 &1,…, 6 相 
互 独立 , 它们 都 有 零 均值 与 有 限 的 方差 .Sr = 》 &4. 则 对 任何 >0 
本 一 荆 
有 


Pl mes, Iss 2 cj < HD(Sn). (2.26) 


证 肯 : 对 并 =1 mm 念 
Ax= {wi:lSe|>ze; 但 |5;| <s 了 一 1 大 一 寺 . 
则 诸 A 两 两 不 相 容 ， 且 


LB, 1S} = Ua 
于 是 由 P(A4) 二 (xa) 及 Ak 的 定义 可 推出 
nn 1 1 

PB IS > o} = 2 PA < 3 2 BlShxar). (2.27) 
二 万 二 1 
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注意 到 Sexa, 是 右 ,… ,如 的 函数 ， 全 与 Sn 一 Sk 二 2 了 相互 独 
立 . 故 由 3.1.2 节 的 定理 1.2 知 
El(S» — Sk)jSkXanj = 可 Su — Sk] ELSkXAs] = 0. 
于 基 (2.27) 这 可 进一步 化 为 
Px Iax x Se > 5} 


< 已 二 E(SEXAR) + 2E[(Sn, — Sk) Sixas] + E[(Sn — Sx) xayl}} 


KK 二 1 
= Bals? xa < 三 (52) = HD(S?). 
定理 得 证 . 
至 此 我 们 已 经 准备 好 证 明 独 立场 台 的 强大 数 定 律 . 


定理 2.13 柯 尔 莫 戈 洛 夫 强大 数 律 ” 设 长 so} 是 独立 随机 变量 序 
列 ， 满 足 





> D GS < 十 cc (2.28) 
上 一 工 
则 强大 数 定 律 成 立 ， 即 当 半 一 oo 时 有 


~ ye -EC 20 (2.29) 
此 一 1 


证 明 : 令 友 = 一 忆 (&1), 则 (Ei) 一 0 万 二) = De , 于 是 
条 件 (2.28) 式 对 独立 序列 {€&】 仍 成 立 ， 问 题 化 为 证 明 mn oo 时 有 


E ” 妇 - 且 ， 
一 Dé 0. (2.30) 


按 引 理 2.6.2° 取 5S, = 六 Ei/k. 并 令 
下 一 十 


bn =sup{lSmts 一 Sn 天 一 12 
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p=inffbs, m=1,2,...}. 


对 任意 < > 0 及 自然 数 n,m, 由 柯 尔 黄姜 洛 夫 极 大 不 等 式 (2.26) 可 
得 YL 十 Ti 万 了? 
P{ max (Smtk — Sm|l > el} < 二 》 二 (2.31) 


I'Ske 此 二 mt 十 寺 


注意 到 nn 一 oc 时 


max ax [Smite 一 Sm thn>b, lm>1) 
1< 


故 对 一 切 m 之 1 有 


{b>se} Cc {b>} ci Utss. [Smaik — Sml > st. 


于 是 用 概率 的 下 连续 性 及 (2.31) 式 使 得 





Pp{b > e} < P{bn > e} < 广 Y、 3 
二 rn 十 1 


令 m 一 oo 由 条 件 (2.28}) 式 知 Pb > e}= 二 0. 取 & = 1/f, 并 记 使 
b > 1/# 成 立 的 零 概 集 为 Be, BE = UU Ee, 则 P(E) = 0, 而 且 在 BB 
站 一 1 
之 外 ， 对 一 切 上 关 工 有 如 莹 1A， 因 而 在 吾 之 外 恒 有 2 = 0. 用 四 
理 2.6 的 2° 得 瓦 上 3 吉 /k 收 人 证. 再 用 引 理 2.6 的 3° 便 得 巨 上 
此 一 卫 

lim 2 Ye 一 0, 即 (2.30) 式 成 立 证 完 
TT 天 二 1 

我 们 介绍 了 贝 努 里 场合 , 独立 同 分 布 场合 及 独立 场合 的 三 个 强大 
数 定律 . 其 中 定理 2.10 只 是 定理 2.11 的 特例 ， 而 定理 2.11 也 可 由 定 
理 2.13 推出 ， 这 里 采用 由 特殊 到 一 般 次 序 逐 一 地 证 明了 它们 ， 一 


有 助 于 读者 了 解 证 明 极 限定 理 的 要 点 , 二 是 给 出 独立 的 证 明 便 于 各 类 
型 课程 选 讲 其 中 部 分 内 容 . 
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4.2.5 习题 


1. 假定 5 有 如 下 备 种 概率 分 布 ， 验 证 {6%} 是 否 满足 马尔 料 夫 
条 件 . 

(1) PHe = +2n] =1/2; 

2) Pfe =0} =1-2-%, P{é, = +2"} = 2-2n-1; 

(3) Pi{é, = tn} = 1/2, ({s < 1/2); 

(4) Pitén =0}=1-— nl/2, Pilén = +n} = (4n) 12; 

(5) Pl{én = tvinn} = 1/2. 

2. 参加 集会 的 1 个 人 将 他 们 的 帽子 混 放 在 一 起 ， 会 后 每 人 性 选 
一 项 戴 上 上 . 以 5 表示 他 们 中 戴 对 自己 帽子 的 人 的 个 数 , 求证 |S 一 
E(S,)} -一 0. 

3. 设 随机 变量 列 {5&%) 的 方 关 有 界 ， 且 当 上 下 一 下 一 ec 时 霹 与 
后 的 相关 系数 fii 一 0. 试 证 对 {6 上 成 立 太 数 定律 . 

4. 设 {上 为 同 分 布 随机 变量 列 ， 每 个 &, 有 有 限 的 方差 ， 并 且 
当 | 太一 丰 宇 2 时 经 与 & 相互 独立 ， 斌 证 对 {fa} 夫 数 定律 成 立 ， 

5, 设 ez 上 为 独立 随机 变量 列 ， 它 们 都 服从 区 间 (0, 1) 上 的 均匀 
分 布 ， 求 证 


G 本 一 c 
Ek 二 1 


并 求 出 <. 

6. 设 {&%} 为 独立 随机 变量 序列 ， 每 个 如 有 有 限 的 方差 02, 试 
证 ， 车 中 jn 一 0，, 则 对 {n} 成 立 大 数 定律 . 

7. 试用 引 理 2.7 证 明 2.3.1 节 的 普 阿 检定 理 . 

8. 设 {人} 为 独立 随机 变量 序列 ， 试 证 5 2 0 的 充分 必要 条 
件 是 任 > 0 有 > Pen > ce < +o0. 


9. 举例 说 明 波 备 尔 - 康 特 里 引 理 中 ， 命 题 (1) 的 逆 不 成 立 . 
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10. 设 {。} 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 有 有 限 的 方差 D(5,) = 
o2, 求证 子 样 方差 


1 a 
cD 0， 
?2 wl 


其 中 = 当 沁 人 为 子 样 均 全 

11. 没 {为 独立 卫 机 变量 这 序列 ， 满 足 条 件 E(t&n) 一 0 且 
> (总)jn? < 二 co, 试 证 二 6 “3 0. 

3 这 用 红 大 到 之 明 对 于 区 加 上 人 何 攻 了 
Sr), 只 要 和 SU)Setzj zeilte>n0 为 常数 ), 就 有 


地 /4 Am dz1 + .dx 一 ke 


g(r1) + + g(rn) 十 g(zn) 


13. 用 概率 方法 证 明 如 下 外 人 尔 斯 特 拉 斯 定理 ; 对 区 间 [0, 1] 上 任何 
连续 西数 f(z), 必 存 在 多项式 序列 {bn(z)}, 使 在 区 间 0, 本 上 一 致 地 
有 如 人) - te) [提示 : 取 伯 转产 坦 多 项 式 (2) = 中 ("sr(1 - 


ns] 


4.3 中 心 极 限 征 理 
4.3.1 ”问题 的 提出 


在 2.4.2 节 介绍 正 态 分 布 时 曾 指 出 ， 许 许多 多 微小 的 偶然 因素 共 
同 作用 的 结果 必定 服从 正 态 分 布 - 例如 ， 影响 产品 质量 的 因素 甚 多 ， 
除去 产品 的 原材料 构成 以 及 生产 工艺 等 主要 因素 外 ， 诸 如 生产 中 能 
源 的 波动 ， 操 作者 的 情绪 波动 ,生产 环境 中 的 偶然 和 干扰， 测量 误差 等 
因素 部 会 对 产品 的 质量 指标 产生 影响 .于 是 这 种 质量 指标 总 是 呈现 
两头 小 ， 中 间 大 ”的 状态 ， 即 可 认为 服从 正 态 分 布 ， 现 以 哆 机 变量 


2 - 


tw 六 不 第 下 个 侦 然 因素 ， 那 么 m 个 因素 的 共 间 作用 就 是 它们 的 和 
Sn 三 2 5 .我 们 的 问题 是 ， 当 mn 趋 于 无 穷 时 ， 这 个 和 的 概率 分 布 
KE 三] 


是 否 以 正 态 分 布 为 极限 ? 


点 (R20 0, 4) 


Dk: BO. 4) blRs lOO, 4) 


0.4 





盟 31 内 努 里 分 布 的 着 积 


先 看 两 个 具体 例子 ， 总 设 从,} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 如 
时 它 们 有 相同 的 中 努 里 分 布 Mi 1,p), 耳 么 其 部 分 和 3 = 并 人 服 
外 二 项 分 布 Kk;n,p}. 图 3.1 分 别 对 内 一 5, 10, 20 和 画 出 了 kk; n,0.4) 
的 密度 图 ， 易 见 ， 当 n 变 大 时 ， 8 有 ;myp) 的 图 形 越 来 越 接近 正 态 分 
布 的 密度 曲线 ， 如 果 每 个 6k 都 服从 区 间 (0, 1) 上 的 均匀 分 布 ， 我 们 
以 pnfz) 表示 和 So = 》 和 的 密度 丽 数 ， 用 卷 积 公式 可 得 


1 0<zel 工 ， 0<r< 1, 
pi{x) = | 其 它 . . palz) = {2 1 < < 2, 
0, 其 它 . 
了 4 72， 自 二 全 所 1 
palz) = [2* 一 3fz — 1)2]/2, 1<x<2, 
(237212+3(r-2)]/2. 2<r<3, 
0, 其 它 . 


3.2 对 克 二 1, 2.3 画 出 了 pn(z) 的 图 形 ， 由 图 可 见 ， 随 着 n 的 变 
大 ,它们 也 越 来 越 接近 正 态 密度 的 钟 型 曲线 . 
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p(x) palx) Pt 
1 1 1 
工 本 可 
了 4 了 1 中 i 1 2 3 


图 3.2 洒 分 布 的 关税 


注意 ， 对 上 例 所 述 的 同 分 布 序列 情形 ， 我们 有 ElS5) = nE(&1) 
与 DlSw) 二 DL&1). 上 豆 当 区 (6 与 Dl&1) 非 08 时 ， 和 5% 的 期 望 与 
方差 将 随 nn 赵 于 无 穷 ， 就 是 说 ，。 Sn 的 分 布 密度 的 中 心 将 移 至 无 穷 
运 ， 且 取 值 越 来 越 分 散 .。 为 避免 这 种 情形 发 生 ， 我 们 采用 在 3.2.2 节 
所 介绍 的 标准 化 方法 . 取 2 的 标准 化 随机 变量 


Vy [és — EER) 
让 二 1 


?2 @) 


只 要 每 个 经 的 期 望 与 方差 均 有 限 ， 而 且 上 式 分 母 不 为 0 ( 即 非 退化 )， 
这 种 标准 化 总 是 可 行 的 ， 且 有 (cw) 三 0 与 D(C%,) = 1. 至 此 ， 问 题 
化 为 在 不 同 场合 下 讨论 由 (3.1) 式 定义 的 名 是 否 以 标准 正 态 分 布 为 
其 极限 分 布 ， 

定义 3.1 对 独立 随机 变量 序列 医 %}, 如 果 EE(&n), D(é,) 均 有 


限 且 Dt) >0 tn 之 1 ,而 当 n 瑟 o0 时 由 (3.1) 式 定义 的 如 的 分 
布 函 数 
1 


Ps <o) — ls)= J 


n>1. (3.1) 





dt, TemR, (3.2) 


则 称 长 "} 满 足 中 心 极限 定理 . 
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出 连续 性 定理 知 ， (3.2] 式 等 价 于 6n 的 特征 消 数 


2 


fnlt)— Elet")—} eT, t+té€N. (3.3) 


历史 上 , 基于 这 个 论题 的 第 一 个 结果 是 由 法 国 数学 家 德 莫 瑟 佛 于 
1730 年 在 对 称 见 努 里 情形 证 明 的 . 在 此 后 的 大 约 200 年 当中 , 有 关 独 
立 随机 变量 和 的 极限 分 布 的 讨论 , 一 直 是 概率 论 研 究 的 一 个 中 心酸 
称 作 中 心 极限 定理 . 

以 下 讨论 中 心 极限 定理 成 立 的 条 件 , 注意 由 定义 3.1 可 见 ， 每 个 
én 有 有 限 的 期 望 及 有 限 且 非 0 的 方差 ， 是 和 bk 可 按 (3.1) 式 标准 


化 的 前 提 ， 从 而 也 是 中 心 极限 定理 成 立 的 必要 条 件 . 


4.3.2 同 分 布 情形 


我 们 将 证 明 , 添加 同 分 布 的 假设 之 后 ， 上 节 末 所 述 的 必要 条 件 也 
是 充分 的 ， 就 是 说 ， 独 立 同 分 布 随机 变量 序列 {&,}】 总 是 满足 中 心 极 
限定 理 的 . 


定理 3.1 勒 维 - 林 德 伯 格 定理 ” 设 低 ,} 是 独立 同 分 布 随 机 变 
量 序列 ， 有 共同 的 期 望 B(&,) = a 及 方差 0 < 万 (各 = ca < +o0, 则 
{én} 满足 中 心 极限 定理 . 


证 明 : 以 f(t#) 表 序 列 tn 一 4} 的 共同 的 特征 函数 ， 刚 由 4.2.2 
节 的 (2.14) 式 知 ， 对 一 切 ftE 办, 当 靖 -oo 时 [5&4 一 a)/(o Vn) 的 特 


征 隘 数 可 写 为 

Afi t> £7 

(zn) -二 + (5) 9 
在 引 理 2.7 中 ， 取 


=f (zs) Wk = 1 2 = 1,.….,n 
并 联合 (3.49 式 可 推出 ， 对 一 切 te 和 h， 当 五 co 时 有 


可 /6 


n 








mr 


至 此 恒 得 证 对 一 切 了 上 E 吃 有 


的 {2 _ 
EG? 
即 {én} 满足 中 心 极限 定理 (3.3) 式 . 定理 证 完 . 

有 了 同 分 布 场合 的 勒 维 - 林 德 伯 格 中 心 极 中 定理 , 我 们 可 以 对 高 
尔 顿 钉 板 试验 (参见 1.1.1 节 ) 作出 理论 解释 . 考虑 任 一 指定 小 球 的 
下 落 过 程 ， 定 义 

e {: 车 第 次 磁 挤 使 小 球 向 右 ， 
1， 车 第 上 次 碰撞 使 小 球 向 左 . 


则 {&4} 为 相互 独立 随机 资 量 列 ， 都 服从 一 1 与 1 两 点 上 的 等 可 能 分 
布 ， EE€k} =0, DI(éx) = 1 满足 定理 3.1 的 条 忻 ， 因 此， 经 n 排 铁 
条 碘 撞 后 小 球 的 位 置 mr = 和 tk 应 满足 

一 1 


lim PA 霹 <z } = (rz). 


这 便 是 多 个 小 球 下 落后 所 堆积 的 轮廓 近似 为 正 态 曲线 的 原因 . 
由 定理 3.1 可 导出 贝 努 里 场合 的 中 心 极限 定理 ， 


推论 3.2 德 葛 瓦 佛 - 拉 普 拉 斯 定理 设 x. 为 二 项 分 布 blk; n, p) 
随机 变量 ， 则 


bmP{ i < -ah 万 及, 3.5 
mp{ a 四 ， = (35) 


证 明 :” 写 p。 = > Ex ,其 中 伦 k】 为 独立 随机 变量 序列 ， 同 服 


类 贝 努 里 分 布 ke; 1,p), (Ek) = p, D(&) = pq > 0, 按 (3.1) 式 所 取 
pr 的 标准 化 ke 二 (pn 一 2p)/ wnpa. 据 定 理 3.1 立 得 {€,} 满足 中 心 
极限 定理 ， 即 (3.5) 式 成 立 . 证 完 . 

中 如 里 场合 的 中 心 极限 定理 先 由 德 莫 瓦 佛 对 p = 9 二 1/2 给 出 
证 明 ， 后 经 拉 普 拉 斯 推广 到 一 般 的 0<p<1 情形 . 
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4,.3.3 ” 林 德 伯 格 条 性 


本 节 讨 论 去 掉 同 分 布 假设 后 中 心 极限 定理 成 立 的 条 件 . 最 重要 的 
就 是 由 林 德 伯 格 于 1922 年 给 出 的 如 下 充分 条 件 . 

假设 长 。} 是 独立 随机 变量 序列 , 对 每 个 上 三 1, 以 本 (xz) 表 6 的 
分 布 函数 ， 它 有 有 限 的 期 望 (5%) = ak 及 方差 D(&4) = of (ok > 0) 
, 并 记 B2 = bE 如 果 


im B37 > / (soar) dFi(r)} =0, 任 r>0， (3.6) 
中 Ba 三 1 lr—axr|>TBn) 


则 称 此 {t&。} 满足 林 德 伯 格 条 性 . 如 下 定理 给 出 此 条 件 的 一 个 概率 解 


定理 3.3 若 条 件 6) 成 立 ， 则 有 
B27)=0 任 +>0. [3.7) 





lim pl MAX | 企 
区 下 


证 明 : 如 记 A = {一 ox| 宇 TBn}，1 过 下 万 n, 则 由 13.6) 式 


ra 


< 二 Pen 一 | dF lr) 


{|=— ak|>TBn,) 
1 忆 / 2» 
寺 (zx 一 三 大] 他 正太 ( 人] -全 
产 焉 之 (|z_ax|>rB,) 


站 大 一 1 





定理 得 证 . 

(3.7) 式 表明 ， 林 德 伯 格 条 件 (3.6) 的 一 个 推论 是 ，(3.1) 式 中 
的 各 被 加 项 “ 依 概 率 均 匀 地 小 "， 这 一 点 与 本 节 开 头 所 提 到 的 各 偶然 
因素 都 是 很 微小 的 非 主导 因素 的 要 求 是 相 吻 全 的 . 以 下 是 本 节 中 最 重 
要 的 中 心 极限 定理 . 
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定理 3.4 林 德 伯 格 定理 ”使 条 件 (3.6) 成 立 的 独立 随机 变量 序 


列 {#4} 必 满 足 中 心 极限 定理 


证 明 : ”我们 从 林 德 伯 格 条 件 (3.6) 出 发 ， 导 出 发"} 的 特征 所 数 


列 {fn()} 满足 (3.3) 式 ， 


对 一 切 Li 之 1 Ed k= 工交 1 令 Enk 一 (Ex — an) Bn. 则 
BEng) 二 0 而 D(&nx) = oR8/ Ba. 因此 ， 若 以 Fn 及 fn 分 别 表 5 


的 分 布 函 数 及 特征 函数 ， 则 已 知 的 条 件 {3.6) 式 化 为 


my / dFr(z) = 0, 任 了 T > 0. 


(IE|=r) 


而 待 证 的 (3.3) 式 变 为 呈 一 ooc 时 有 


= f(D) e-， 任 teR 


二 1 


据 4.2.2 节 (2.12) 式 知 ， 对 一 切 tE 路 有 


1 
eis 一 ( + itz 一 ja | < | 在 | 二 | 





注意 到 &%4 二 航 失 有 眼 ， 两 边 对 Fax 取 积 分 得 


to, 


Pb — ( _ 2 

而 对 任何 7 > 0 ,上 式 右 方 不 超过 

ff | ee 人 十 1/ 12 GT 
{| 二 | 雪 








<rlt sOk 2/ FT， 
St ez 6 
由 于 ct/B2 = D(Gn) = 1 求 和 便 推出 


3 


点 二 二 





tl 所 7T)} 


< 如 【三 六 | 让 | 


(3.8) 


(3.9) 


12 发 
fuklt) 一 (4 一 3 | | < Tt + 站 > x dP.(r). 


， 239 ， 


上 戒 先 令 站 一 oo 再 令 了 +0, 由 (3.8) 式 得 











》 fa 0 | t ER. 
下 一 工 
运用 4.2.2 节 引 理 2.7 便 推 出 对 一 切 t€ 园 有 
to¥ 
一 JI 4- 2 | — 0. {3.10) 
此 一 并 
衬 
入 = Dn) < +/ 2 dF {zr), 
Ba (Cnt) £7 (ez “4 
从 而 


oa2 LL 
max 一 上 < T2 十 / T2 本 FefZ)]- 
1 之 下 攻取 Bs 2 (|z|>7! 


再 次 令 n 汪 00 及 T4440 ,用 (3.8) 式 得 


J 
i max 芷 上 =0, (3.11) 











下 一 工 此 一 
< 3 1 (3.12) 
= 232 
上 二 1 
注意 当 |z| < 1/2 时 有 
|e ~1~z|<; ;> - zlzj2/(1 一 |zl) < 2 (3.13) 
取 
2 taf 
2B2° 
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则 由 {3.11) 式 知 ， 只 要 7 充分 大 就 有 |z| < 1/2, 页 用 (3.13) 可 得 
(3.12) 式 右 方 不 超过 


入 2 2 nn 2 
-一 蝇 ” 
4 2 B2 4 ASesn B2) A B2 


再 由 (3.11) 知 上 式 右 方 对 一 切 t € 路 是 趋 于 0 的 ， 联 合 (3.10) 式 便 
得 对 一 切 二 有 


lim I furtt) = lim I (1 ”2B2 中) 





这 就 得 到 了 符 证 的 (3.9) 式 ， 定 理 证 毕 . 
林 德 伯 格 条 件 的 重要 性 将 在 下 节 作 进一步 的 讨论 . 它 的 缺点 是 不 
便于 验证 ， 下 面 给 出 两 个 便于 验证 的 充分 条 件 . 


定理 3.5 设 {é%} 为 独立 随机 变量 列 ， 如 果 存 在 常数 列 {Ln}， 
使 得 


Ln 
< ] oo 
Dx, 全 | < LL,, 县 lim F- 0, (3,14) 


则 长 "} 满足 中 心 极限 定理 . 


证 明 : ”由 假设 知 ,对 于 7 > 0, 存在 和 N, 使 当 n> NN 时 有 2Ln < 
TB , 因此 当 之 入 时 对 一 切 太 二 1,…,RnR 有 人 = {一 an| 之 TB,} 
!/ 套 nn 过 六 时 有 


1 一 / 2 
-一 一 rT— or dFrix 
Ba 2, Ns a rp) +) dFrle) 


六 天 一 1 
站 一 ax) dFr(z 
-训导 人 
这 表明 林 德 伯 格 条 件 {3.6) 式 成 立 ， 用 定理 3.4 便 得 {€,} 满足 中 心 
极限 定理 . 证 完 . 
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定理 3.6 李 雅 普 诺 夫 定理 设 {E} 为 独立 随机 变量 列 ， 如 果 
存在 正 数 5, 使 
lim Br > sles axrl ts = 0, (3.15) 
出 长 -} 满足 中 心 极 限定 理 . 
证 阴 : OY 实际 上 对 任何 7>0 有 


lim 2 >/ (z ~ an)? dF (7) 


mn p11 (Trak|TB) 


<1lim 一 -9 1z 一 ax|2+2 dF(r) 
nm BB SB (|z—anl>TBn) 





< lim 二 ap =0. 


三 B2+5 
定理 证 完 . 

条 人 忻 (3.15) 通常 称 作 李 雅 普 诺 夫 条 件 . 我 们 给 出 应 用 上 述 二 定 
理 的 例 . 


例 3.1 设 从 nw} 为 独立 随机 变量 序列 ， 对 每 个 下 之 1,&x 服从 区 
间 (一 Yk, YE) 上 的 均匀 分 布 ， 试 证 人 } 满足 中 心 极 限定 理 . 


解 1: 易 见 对 大 > 1 有 EE(ék) = 0 D(Ee) = hk/3, 从 而 B2 = 
n(n 二 + 1)76. 取 工 5 二 wn, 则 条 件 (3.14) 成 立 . 故 人} 满足 中 心 极 
限定 理 . 

解 2 取 5=2, 则 B215 二 [n(n 二 1)/6]? ,而 

246 1 
D> Ble.- Gk| -让 一 5023(m + 1)(2n 十 1). 
因此 当 n 一 o0 时 有 
1 二 6(2n + 1) 
ss » El — a = 一 信人 0. 
B2+s 2 5n(n + 1) 


即 李 雅 普 诺 夫 条 件 (3.15] 咸 立 ， 所 以 媳 %} 满足 中 心 极限 定理 . 
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4.3.4 ” 费 勒 条 性 


在 己 经 给 出 的 中 心 极限 定理 成 立 的 充分 条 件 中 , 林 德 伯 格 条 忻 是 
最 绊 的 了 ， 昭 使 在 同 分 布 场 台 的 定理 3.1 中 ， 所 设 的 条 件 也 比 林 德 伯 
格 条 件 强 . 车 实 上 ， 此 时 假定 共同 的 分 布 满足 0 < ec < 十 oo, 这 个 条 
件 殖 仿 。 
3 an 
_ 1 1/ 
92 (Isal>rev) 
即 林 德 伯 格 条 性 成 立 ， 但 是 从 中 心 极限 定理 的 定义 3.1 可 知 ， 0 < 
(十 oo 是 中 心 极限 定理 的 必要 和 条件， 所 以 林 德 伯 格 条 件 在 同 分 
布 场 合 已 经 是 中 心 极 限定 理 的 充分 必要 条 件 了 . 但 是 去 掉 同 分 布 假设 
后 ， 林 德 伯 格 条 件 己 不 必要 ， 且 看 如 下 的 例 . 

例 3.2 假定 {&} 为 独立 随机 变量 序列 ,而 每 个 & 服从 N(ay， 


性 


at) 分 布 ，0 < 之 十 oo. 那么 ,每 个 = 站 (#4 一 an)/B2 均 服 从 


形 一 1 


N(0,1) 分 布 ， 从 而 低 %} 满足 中 心 极限 定理 . 


(zz 一 adF(ry — 0, 


以 下 取 哆 二 2 人 伏 1 则 有 2 一 2-2<1fn> 了 . 故 对 尾 
何 了 >D 有 


了 


1 


一 (一 GE 人) 
Bn Dh, 


> / (了 一 al)2 dz). 
(tli—al>r) 


由 正 态 分 布 性 质 知 ， 右 方 是 一 个 正 数 ， 且 与 1% 无关， 所 以 林 德 伯 格 条 
忻 趟 成立. 

回顾 定理 3.4 的 证 明 ， 我 们 在 林 德 伯 格 条 件 (3.6) 之 下 ， 导 出 了 
一 个 中 间 结 果 (3.11) 式 . 如 果 把 方差 o2 当 作 被 加 项 & 对 和 式 的 
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献 ” 的话 ， 那 么 (3.11) 式 表明 ， 与 总 和 相 比 ， 各 被 加 项 的 贡献 是 “可 
忽略 地 小 而 我 们 所 举 的 使 宁德 伯 格 条 件 不 成 羡 的 例 3.2, 恰恰 是 破 
坏 了 (3.11) 式 . 事实 上 此 时 有 
or 加 2 1 1 
TS BY 1— 2 和 2 
于 是 人 们 猜想 ， 如 果 将 林 德 伯 格 条 件 中 由 (3.11) 式 所 代表 的 那 部 分 
性 质 “分离 ”出 去 ， 它 是 香 会 成 为 中 心 胃 限定 理 的 充分 必要 条 件 昵 ? 
费 勒 严格 地 证 明了 这 一 点 ， {3.11) 式 也 被 称 作 费 勒 条 件 . 
定理 3.7 袁 勒 定理 设 {tn1} 为 独立 随机 变量 列 ， E(é) = ax 
与 DIék) = oF 均 有 限 ， 且 Bi = 二 v2>D0 in> 1). 那么 中 心 极 限 


定理 (3.3) 臣 及 费 勒 条 件 (3.11) 式 同 时 成 立 的 充分 必要 条 件 是 林 德 人 
格 条 件 (3.6) 式 成 立即 有 


(3.3) 十 [3.11)】 < 全 [3.6). 
证 明 : 条件 的 充分 性 已 由 定理 3.4 给 出 . 下 证 必要 性 ， 即 假设 
{tn} 满足 中 心 极限 定理 [3.3) 及 费 勒 条 件 (3.11), 往 证 林 德 伯 格 条 件 
(3.13) 成 立 . 仍 记 Eng 一 (Ex — ag)! B, + 并 以 了 RD 及 fnxlt) 分 别 表 


示 它 的 分 布 函 数 与 特征 消 数 . 在 以 下 的 讨论 中 ， 总 是 任意 固定 te 融 ， 
由 4.2.2 节 {2.10) 式 知 


orlt) — 1 < 2B{1 A lténnl}, 
故 对 任何 > 和 有 
[的 一 了 <2/ 


(|xl2e) 


Et 十 2f |tz| dFns(T) 
(lz|<e) 

< 2P{lénk| > ce} + 2eltl. 

再 由 切中 谢 夫 不 等 式 得 


PE >e} < 一 lo 三 路 {3.16) 
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于 是 对 < > 人 0 有 


2 of 
1 二 人 一 elt|. 
JR [fra ld | < £2 (se 莫 + 2 


上 起 先 令 nn 一 00 ,再 令 z 小 0 ,用 (3.11) 式 便 得 到 


Bas fan(t) — 1| —+ 0 (3.17) 


再 据 上 节 (2.11) 式 可 推出 
tok — 2 
[fnk{t)— 1| < B2 ， 太 Ps 的 一 It ， 


处 二] 


联合 (3.17) 式 便 得 


>» [frrté) 了 | 三 { inax |fnrlt) 1 3 | 的 一 1| 


1 
形 二 1 太一 】 


< 一 
< (gg 中 —» 0. (3.18) 


因为 当 |z| 所 1 时 |e*!| = ee 和 1 页 可 对 zx = 二 exp{hk (0 
一 1} 与 wk 二 kt 运用 4.2.2 节 引 理 2.7 推出 


ep{ Pll) -十 - onli) 








< | exp{fnglt) —1} — frr(d) (3.19) 
此 一 
注意 (3.16) 及 (3.11) 式 表 明 {nkj 依 概 率 {从 而 依 分 布 ) 收 仇 到 D, 故 
kk 充分 大 财 有 | st 二 一 下 和 172. 对 z= 友 p(t) 一 1 用 不 等 式 (3.13) 
人 恒 知 (3.19) 式 的 右 端 不 超过 (3.18) 式 的 左 端 ， 从 而 有 


1 


lim ex Duxl) 一 |] = lim ][ 六: 的 ， 


必 一 】 
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但 是 中 心 极限 定理 (3.3) 成 立 列 含 土 式 右 端的 极限 为 e-* /2, 至 此 我 
们 得 到 ， 
limexp{ > Un 一 中 一 ec 一气 ， 
点 一 上 
考虑 相应 的 模 ， 由 | e*| 二 ee* 并 取 对 数 便 得 
ee £2 
tim 2 Relfoilt) 1 > 


土 式 可 改写 为 


> B{ cosltén) 一 1 十 Je | 一 0. (3.20) 
kK 二 1 


这 里 Rez 表示 复数 z 的 实 部 ， 由 cosz 1 一 避 /2 知 ， 上 式 花 括号 
中 戎 机 变量 非 负 ， 从 而 (3.20) 式 左 端 不 小 于 


nt 2 2 
> (2) dr 
人 JUzl>r \ 2 


i2 3 到 | 2 
> (5 一 一 Tr” dFnr lt). {3.21) 
2 7 2 (lz 之 =) 


注意 以 上 讨论 均 对 一 切 te€ 魏 成 立 . 因为 对 任何 r > 0, 总 存在 二 使 
所 - 生 > 0, 联合 (3.20) 及 (3.21) 式 恒 得 证 林 德 怕 格 条 件 (3.8) 式 成 
立 ， 证 毕 . 


4.3.5 应 用 举例 


例 3-3 二 项 分 布 的 正 态 近似 ”根据 德 莫 丽 佛 - 拉 普 拉 斯 中 心 极 
限定 理 ， 可 用 正 态 分 布 近 伏 计算 参数 mn 较 大 时 的 二 项 分 布 随机 变量 
Pa 的 有 关 概 率 ， 即 有 近似 公式 

Hn TP es 
P(e 所 =| 2 (xr). (3.22) 
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与 2.3.1 节 中 二 项 分 布 的 普 阿 松 近似 相 比 ， 这 里 不 需要 “p 很 小 ”这 
一 要 求 . 我们 来 算 一 个 其 体 的 例子 . 

很 定 某 车 间 有 200 台 同 型 机 床 ， 每 台 开动 需 供 电 1 干 瓦 ， 如 果 
每 台 机 床 的 开动 率 均 为 p = 0.6, 问 供电 多少 千代 可 使 供电 不 足 的 概 
率 在 千 分 之 一 以 下 . 


解 : 显然， 这 个 车 间 中 开动 的 机 床 数 jw 是 BE; 200,0.6) 分 布 的 
随机 变量 ， 问 题 是 求 7, 使 


P{yn < r} > 0.999. 


采用 近似 公式 《3.22), 问题 化 为 求 7, 使 


Plime |} ? (= 2 > 0.999. 
{2 Vnpg ~ Vnpa v48 / 
查 附 表 III 可 得 ， 只 需 取 
大 一 1120 
V48 
便 可 满足 要 求 . 就 是 说 ， 只 向 这 个 车 同 殿 电 141 竹下， 则 由 于 供电 不 


是 而 影 啊 生 产 的 可 能 性 小 于 千 分 之 一 ， 相 当 于 在 8 小 时 的 工作 日 中 
可 能 有 半分 钟 受 影 响 ， 这 在 一 般 工厂 中 是 允许 的 . 











二 3,1 即 7 一 141 


例 3.4 正 态 随机 数 的 产生 ”在 随机 模拟 中 ， 经 常用 到 正 态 随机 
数 .前面 的 2.7.6 节 己 介绍 过 产生 正 态 随机 数 的 方法 ， 有 了 同 分 布 场 
合 的 勒 维 - 林 德 伯 糙 中 心 极 限定 理 ， 可 以 直接 用 均匀 分 布 随机 数 生 成 
正 态 分 布 随机 数 . 设 长 "} 是 独立 随机 变量 列 ， 它们 都 服从 区 间 {0, 1) 
上 的 均匀 分 布 ， 由 定理 3.1 知 ， 看 2 (te 一 渐 近 服从 标准 正 态 


12 

分 布 ， 通常 取 n= 12, 将 均匀 分 布 随机 数 6 ,…,&1s 代入 .5&4 一 6， 
k=1 

经 检验 知 其 正 态 性 已 能 满足 需要 . 


例 3.5 误差 分 析 人 们 对 客观 存在 的 量 进行 测量 或 计算 时 ， 所 
得 的 数值 与 真 值 之 间 几 然 会 有 如 差 , 比如 测量 或 计算 精确 到 小 数 点 后 


.247 - 


5 位 , 第 6 位 四 会 五 入 ， 则 一 次 测量 或 计算 的 误差 ( 界 ) 为 0.5x10-， 
如 果 以 5k 表 示 第 大 次 计算 的 误差 ， 则 进行 m 次 运算 的 累积 误差 ( 界 ) 
可 用 传统 的 绝对 值 不 等 式 来 估计 


Dé 
点 一 ， 


这 显然 基 一 种 保守 的 估计 . 在 实际 应 用 中 ， 由 于 多 次 运算 中 有 会 入 相 

抵 ， 故 实际 误差 应 当 小 得 多 ， 事实 上 ， 每 个 误差 应 当 是 区 同 (-0.5 x 

10 司 ,0.5x10 瑟 ] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 而 黑 积 误差 是 独立 和 和 Ex. 
二 1] 


运用 “3c 诛 则 ”, 以 99.97F 的 概率 保证 


2,& 


上 二 1 








< él <n-0.5x10, (3.23) 
县 一 二 


< 3vn.10-10/12 = -10 一 5. (3.24) 








以 n= 二 10000 为 例 ， 这 个 居 计 仅 是 (3.23) 式 中 估计 的 1/60. 


历史 上 , 德国 著名 数学 家 高 斯 首先 将 正 态 分 布 成 功 地 用 于 误差 分 
析 ， 以 致 人 们 把 正 态 分 布 称 作 高 斯 分 布 . 而 法 国 的 德 莫 瓦 佛 与 拉 普 拉 
斯 远 在 这 之 前 就 引用 正 态 分 布 研 究 了 贝 努 里 场合 的 中 心 极限 定理 ， 
他 们 却 没 能 得 到 高 斯 这 样 的 荣誉 . 可 见 数学 理论 运用 到 生产 实践 中 之 
后 会 产生 巨大 的 影响 . 


4,3.6 习题 


1. 反复 抛 一 均匀 硬币 ， 为 保证 正面 出 现 的 频率 在 0.4 至 0.6 之 
间 的 概率 不 小 于 90%, 试用 (1) 切 贝 谢 夫 不 等 式 ; (2) 二 项 分 布 的 
正 态 近 似 确定 至 少 要 抛 多 少 次 ? 

2. 假定 生男 孩 的 概率 近似 等 于 0.515 , 求 10000 个 届 孩 中 男孩 
不 多 于 女孩 的 概率 . 

3. 现 有 一 大 批 种 子 ， 其 中 良种 占 1/6. 今 从 中 任 取 出 6000 和 粒 ， 
问 能 以 99% 的 概率 保证 其 中 良种 的 比 王 与 1/6 相差 多少 ? 

4. 某 保险 公司 售 出 人 寿 保 险 10000 份 ， 每 份 收 保险 金 12 元 并 
规定 在 保 期 内 死亡 者 可 得 到 1000 元 的 首付 金 ， 如 果 每 个 持 保 单 者 在 
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保险 期 内 死亡 的 概率 p 一 0.006, 求 保险 公司 (1) 亏本 ; {2) 一 利 达 
40000 元 ; (3) 重 利 达 60000 元 ; {4) 量 利 达 80000 元 的 概率 . 

5. 设 站- 为 独立 随机 变量 列 ,对 n> 1,t% 有 如 下 分 布 (1) P{é. = 
+yn}=1/2; (2) P{é, =0} = 1/3,P{én = +nej = 1/3,(a >0). 
验证 李 雅 普 诺 去 条 件 是 否 成 立 ? ， 

6. 用 中 心 极 限定 理 证 明 ; pm 一 oo 时 en yy mA 一 112. 

k=0 


7. 设 雪 二 0.61&2… 是 区 间 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 试 证 
序列 {人} 满足 中 心 极限 定理 . 

8. 设 独立 随机 变量 序列 fen] 满足 中 心 极限 定理 ， 试 证 {6,} 满 
足 大 数 定律 的 充分 条 件 是 支 二 Pa 0 


9. 设 {5} 为 独立 随机 变量 列 ， 每 个 ks 有 分 布 P{&% = +na) = 
172 , 试 证 (1) 当 a > -172 时 {4} 满足 中 心 极限 定理 ; (2) 已 知 
ca >0 时， {tn} 服从 天 数 定律 的 充分 必要 条 件 是 a < 172. 

10. 设 有 ? 个 口袋 ， 对 有 = 1 ,mn, 第 天 个 口袋 中 有 上 工 个 白 球 
与 上 一 1 个 黑 球 ， 

(1) 现 从 每 多 中 各 任 取 1 球 , 以 局 表 取 得 的 白 球 总 数 , 证 明 {t,,} 
渐 近 正 态 分 布 . 

(2) 现 从 每 黎 中 有 放 回 地 任 取 2 球 ， 若 2 球 全 白 则 认为 是 成 功 
的 ， 以 nm 表 成 功 总 次 数 ， 求 证 {mw} 不 是 渐 近 正 态 分 布 的 . 

11. 设 随机 变量 列 {E] 独立 同人 苍 布 ， 百 (上 = 0,D(é,) = 1. 试 


证 
SW 二 
1) ph = Vn n 二 一 一 一 一 ~ 
(1) Vn 二 二 经 (2) ¢ J 
均 为 渐 近 正 态 分 布 的 . 
12. 设 每 个 6%。 有 分 布 
1 1 
Pién = +n} = Fz Plt =0}=1- 


求证 独立 随机 变量 序列 {¢。} 不 满足 中 心 极 四 定理 . 
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13, 试 证 费 勒 条 件 (3.11) 式 等 价 二 
Bi +o0 有 oco2/B? -0. 


14. 设 长 n} 为 独立 随机 变量 序列 、 每 个 6 有 和 (0,02) 分 布 ， 
其 中 of = 1 对 n>1，o2 ==nB2_1. 试 证 长 *} 满足 中 心 极限 定理 
但 不 满足 费 勒 条 件 . 
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习题 1.2.4 

n+7r—1 > 一 1 r (res 
(人 

(站 (7 8) 2 全 1 A _7 _ 
5 6. 5 7. (1) Tos (2) 10-7， (3)10-8, 

(3)9° 8 a! n—l 1 2 

(I 09 8 DF, 9) (9 try, me 

(rm 9 19 机 DE 
(+ 10 (1) 16 (2) a3 11 (1) (52 (2) [5 


B®) ,HOLE YW ,Wd) 
加 


(7) {2 2) 1) 8 DO) 9 ODO. 








(2) 3 (本 (二 
[Gs ) — 9| (45 — 4) 91481 bl(b + 1)! 
99 一 0. 十 了 JI 一 十 1 
人 人 1 
14. 0 和， (5 
习题 1.3.3 
1.5 2. 57 3 < 了 4.0.27 5.(1)0.68, (2)0.64, (3)0.46 
13 1 1 2 
6 人 2 4 (2)3 
习题 1.4.5 
也 (N— D™ 2 5m _ 4m 
1 21- Ty 3. 1- gn 有 4 一 和 


28 一 1 2 一 2 d" +6.2"— 4(37++1) 








5. Dar: (2 ar 了 
了 一 0 Tt 4# 2 MN 
Tn t= 心 
10 S11 15 (2)2 (3)1— 27" 
和 il “3 
可 题 1.5.4 
44 总 
6 1 2 111 1 ai 1 
一 二 -二 .二 二 .二 本 一 和 = ， 
下 4 3 30 避 ) {ll~&k) 
8 > .im 1 计 10.0.75, 0.25 11.2—" 
”十 二 十 5 3 一 al 3 一 al 3 一 4 
1 1 ml 2 1 1 Ll 
12.5 + (ec a)(2p— 13.gn —3+3( 5) ' Pn Tn fan-1 





14.(1) (7) 0) (3) 2(1- 


1 1 1+ VS 性 一 】 1_ vB ni—1 
I “去 |( ~) (3 | 


3.=, > 7.(1)0.36, {2)0.91 8.0.61 9.0.33 10.(1} | [0 -2»:;), 
1 二 1 








及 


(2)1— TQ =p, 3) 1- pi) + lp: [1 — p;) 


i=1 i=1 i=t 
习题 2.1.5 


1. Fflnz),z>0 .下 (了 一 0 rT<a; = P(A) a<r<h 
=1. 7>84 (pg 十 gp ,k=2,3,... (2) TT + 了 二 一 
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. 
5. (DP) = Sh, 0<r<R,()s FG)=0, £0 
I 了 
= 全 ， 0O<zT<1; =™-F +2 ll<rs,” 二 1, 站 2， 


(21 0.66 7.(1)e !, (2)e-! 
习题 2.2.5 


1.(1)0.988,，(2)0.206，{3)4 2 (S) 3, 请 5 名 顾问 
和 \36 36 


1 一 ， 
4. sll +(g—p)"] 5. (‘3 )o4s00% i 一 4.…,7， 三 局 两 胜 


2n—r—l nl D; 
6. or—2n+1 3. ~ 1 __. 号 , 
(i) TI 


习题 2.3.4 
1.1 一 25e 008 2 102 愉 3.16 台 4.0.957 5. 0.933 
6. ee 六 0.61 7,1 0.04(1+2In5) 0.831 


习题 2.4.5 


3 
ls 二 (1) 2.14，(2) 3.92 5.0.1587, 0.3413, 0.3413, 0.1587 


6,{1) 穿行 ， (2) 绕 行 7.N(0,1) 8.g(k;1 一 e *) 10. (1)e™, 
(2)e 


可 题 2.5.5 
1 
1. 联合 分 布 pi 一 i 当 i=1,2,3,4 且 ji 二 0， 其 它 


2. 对 > 1, (1)pnn = 0.36 x 0.24°7), prtn1) = 0.4 x 0.24"-—1, 
(2) pn. = 0.76 x 0.24"!, p.n = 0.456 x 0.24*-!1, p.o = 0.4 


3 (1) 
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1, TY> 3 

$(1 + Sin 了 一 cosz); 0<m< 3 y 7 
F(r,y) = 于 (上 十 siny — cosy), TIO0<Y<F, 

1{1+ sing+siny — sints + W)}, Denyes 了 

0， 其 它 ， 


四 mt = 上 (cosy + siny) 6.0D 3 (2) 328 7.(D) 联合 分 布 为 


Pmn 一 2 lm jp 三 qT 1p, Tm 之 1， 有 .mi 一 


(7 一 J "4 n>2 8. (pi(r) = 6(z — x2), x € (0,1), 
__ sa 

(2) — V2 9.1—e 2 11.f1 m{z)=e ,72>0, 

p2(y) = y>0, (2) palz,2)=ze” , Tz>0 


(1 + 2 
可 题 2.6.3 


1 2 3 4 2 3 4 
Li=1l: (1 6 4 3): -2: \(s 4 a3) 
325 25 站 中 
4 
1 


13 13 13 
| 3 4 . 
了 一 本 4 31; 2 二 44: 

了 


sin(x + y) 2 1 
3. 一 一 一 一 一, 籼 二 了 二 二 和 (4 一 4 去 一 ; 
分 布 cosy + siny “~ 2 (1) 24y Y y < 2 


) 2. 点 1,2,.…', 久 一 1 上 等 可 能 


1 
(2)4—87,0<z<3 5. Xe ,> 0 7.{) 独 立 , (2) 不 独立 


习题 2.7.7 


1, (1) 服从 巴 斯 卡 分 布 fh;2,p)， (2) pg* (2 一 gq! 一 g) 


0 2 3 4 5 1 2 3 
2. (1) (2 7 1 3 3) (2) (4 6 。 )， 
1] 16 1 16 18 


16 


一 -1 











1 ny ea ~ 
4.[11 e” 5 32>D0 2 :yy>0 5.A= 名 的 
中 - 遍 y > 0, (3) -7 2 
/plz)de + fi™ plr)dz, y> 0， 
指数 分 布 6.(1) F(y) = 4 J? p(x)dz, y= 0, 
六 plr}dr, yO, 
十 co pkrn+tE -ly y 
rw > / plzjdz， (3) f zlzjao， y>0 
一 一 co ”gr 一 各 一 时 
工 0<z<1l | 
-A r 一 9 0 — 21 EJ 
Pernl®) (2 1 DT) 全 z>1 
10.p(r) = 2 2 0O<r<ia 11.p(z}= zz 1 0c<ge<l 


m2 


1 1 1 
12 po) = Ta 218 Sv<u, Plu) = i u> 1 
1 
#3; ol, - 
Dalv} = | 轴 13. 独 开 同 N(0,2) 介 布 17.p, 9 独立， 


1 
Polr)=4r(lor), Oc<r<l, polt}=—, Oc<te on 





27 
3, O<y<l, 
18.3u (1+u , wu»>0 19,p{y) = 20. 
Bs YE1 
5, D0<z<B, 
,0<r 人 2, zr—i,i1<z<], 
(Dro) = (OF(s)=1 7 YI ?El 
1, > Ww， tia1l<r< 3, 
地 
1, 卫 之 车， 
十 对 ，0 之 之 1 
(3) P(e) = {2 + 
l], zx] 
习题 3.1.6 
n+l1 . r ‘nC— 1)a In2 1 
1.{1 2 2 B81 9.- 
Ds Wr 2.p A ntl ! 7 3 


| of3 一 mn 5 十 1 
人 Lp -由 jo 131 14 15 一 2 二 - 
p{2 — p)} 7 十 也 2 r+1 


习题 3.2.7 





11. 


mn2 


一 1 5 
1. {1) Put (2) n(n 1) 2.2% 3. 5 4.0 5.npg 6. 











li ~l On 
0) T=) 四 一 me+D 718 人 
12 12 ” ， 144 1 年 和 4 
0 
9. 1 了 12 一 13 有 2 14 (1) 3e-? + 2e- 
Tn NN “i 人 8” 
4  ， 9 .3 1 1 7 n A 
一 一 二 ， 一 . 16. 19. 一 
5° 一半 5 1 2 RK 
20,. n(n+2). (n+ 2k— 2) 
习题 3.3.4 
es — 1)e™* 1 ~ (sq) t+: D3 和 rq 
i D2 (2) N+i 一 :1 
l—e 二 一 如 1 一 如 pp 
11 Nm) 、， 灾 G(s) 
3.sn G(s™) 4.— $6 n=1 At » 6.{1 ， 
s" G(s™) 4.500 5.e 2 (DT 
， 2n 1l—as 
2) -GY8)+ G{— 7， 4 8- -人 
(2aGVs)+ G(T Vs)} 人 (1 —ga+ps)(1—s) 
习题 3.4.5 
1 (Pe 2 Arrfr 十 1 人 r 十 大 一 1 
1 一 ge 芝 ) 'p | 入 : 二 


3. (1)，(2),，(5), (6),(7) 是 特征 函数 7. (1) 号 (1 cost)， 


Sin 3 sint 








(2) 50 _ cosz] 8. 11. CG(0,1) 16.(1) 


1 十 并 s t 


十 1 {{3s° — 6)sins — (s* — G8) cos s}(sint — tcost) 
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{f3t2 一 6)sint 一 人 ~ 6t}cost}(sin s — scoss), 


点 之 下 和 











。 . + 。 2 
OA =, p= ,fml) = (Oe) 


习题 3.5.4 

1 yi exp {~ (922— 6ry+ dy +6r— 8y+4)} 

‘ 6V3r 54 

(2) exp( 让 一 2s2 — 3st S12) 3 -oe$ zr»>04 ( ) 
explit — 2s° — $st — ~ . Ee 2, . 

2 VINA 二 1 


qe bd 
.B11 一 在 一 一 -一 7T. NY,B ， 
后 . bii 22 § CT | ) 分 布 ， 其 中 





B= (™ ") 8. (1) N(0, ~) (2) 友 


习题 4.2.5 
1，(D，( 和 9 不 满足 ，(2)，[3)，(5) 满足 .5.c= 一 1 


避 题 4.3.6 


1. (1) 250, (2)73 2. 0.00135 3. 0.0125 4. (1)0; 


(2) 0.994739; 【3] 0.5; (4} 0.005261 5. 0) 与 名 ) 均 成 立 


2357 ， 


包 拿 赫 
贝 叶 斯 


册 努 里 
伯 轧 斯 坦 
负 特 朗 
波 雷 尔 
蒲 丰 
柯 西 
康 特 里 
切 页 谢 夫 
德 莫 所 乙 
散 卡 儿 
杜 勃 
欧 拉 
法 都 
费 蔓 
费 尔 号 
富里 埃 
高 尔 顿 
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后 记 


我 在 南开 大 学 数学 系 ( 现 数学 科学 学 院 ) 为 各 专业 学 生 讲授 概 
率 论 课程 多 年 ， 由 于 每 年 都 给 儿 个 班 开课 ， 听 课 的 学 生 早 已 超过 千 
人 . 特别 是 从 86 年 以 来 ,我 校 招收 了 数学 专业 试点 班 .领导 对 教学 
工作 很 重视 ， 学 生 的 素质 较 高 ， 我 们 也 为 提高 教学 质量 作 了 许多 努 
力 . 

这 些 年 , 我 先后 使 用 王 梯 坤 教授 , 李 贤 平 教授 的 书 作 教材 ( 见 参 
考 书 日 [| 与 四 ). 同时 也 参考 了 国内 外 的 不 少 概率 论 教科 书 ， 只 是 
近年 来 这 些 优秀 教材 已 经 买 不 到 ， 给 教学 带 来 一 定 困难 . 现在 我 有 
机 会 编写 本 书 ， 希 望 它 在 今后 几 年 内 能 为 学 生 提供 一 些 方便 . 

与 典型 的 概率 论 教材 一 样本 书包 含 事件 与 概 内 ,随机 变量 ， 数 
字 特 征 与 特征 疯 数 ， 极 限定 理 共 四 章 ， 重 点 在 介绍 概率 论 的 直观 背 
景 和 解决 初等 概率 问题 的 基本 方法 ， 为 学 习 专 业 课程 打下 基础 ， 本 
教材 不 假定 学 生 已 学 过 实 分 析 或 其 它 测度 论 课 程 ， 但 是 众所周知 ， 
没有 这 些 基 本 知识 ， 要 阐明 概率 的 数学 理论 是 不 天 可 能 的 ， 所 以 本 
书 也 试图 简明 通俗 地 介绍 这 方面 的 一 些 必 备 知 识 ， 除 有 关 测度 扩张 
的 定理 之 外 ， 基 本 做 到 “自圆其说 ”. 书 中 这 些 内 容 均 已 用 星 号 标 出 
(但 是 它们 并 不 难 ), 有 些 读者 可 以 先 记 住 其 中 的 一 些 结论 ， 而 略 去 其 
证 明 ， 在 以 后 的 应 用 中 逐步 加 深 理解 

多 年 来 , 我 在 概率 论 教学 中 比较 注重 深入 浅 出 , 论证 条 理 清楚 . 
在 科学 地 安排 例题 与 习题 上 也 作出 一 些 和 努力， 希望 这 些 特点 在 本 书 
中 有 所 体现 . 


由 于 本 人 水 平 所 限 ， 错 误 之 处 可 能 很 多 ， 望 不 音 指正 . 


杨 振 明 ”1998 年 3 月 于 南开 大 学 
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后 记 


我 在 南开 大 学 数学 系 ( 现 数学 科学 学 院 ) 为 各 专业 学 生 讲授 概 
率 论 课程 多 年 ， 由 于 每 年 都 给 儿 个 班 开课 ， 听 课 的 学 生 早 已 超过 千 
人 . 特别 是 从 86 年 以 来 ,我 校 招收 了 数学 专业 试点 班 .领导 对 教学 
工作 很 重视 ， 学 生 的 素质 较 高 ， 我 们 也 为 提高 教学 质量 作 了 许多 努 
力 . 

这 些 年 , 我 先后 使 用 王 梯 坤 教授 , 李 贤 平 教授 的 书 作 教材 ( 见 参 
考 书 日 [| 与 四 ). 同时 也 参考 了 国内 外 的 不 少 概率 论 教科 书 ， 只 是 
近年 来 这 些 优秀 教材 已 经 买 不 到 ， 给 教学 带 来 一 定 困难 . 现在 我 有 
机 会 编写 本 书 ， 希 望 它 在 今后 几 年 内 能 为 学 生 提供 一 些 方便 . 

与 典型 的 概率 论 教材 一 样本 书包 含 事件 与 概 内 ,随机 变量 ， 数 
字 特 征 与 特征 疯 数 ， 极 限定 理 共 四 章 ， 重 点 在 介绍 概率 论 的 直观 背 
景 和 解决 初等 概率 问题 的 基本 方法 ， 为 学 习 专 业 课程 打下 基础 ， 本 
教材 不 假定 学 生 已 学 过 实 分 析 或 其 它 测度 论 课 程 ， 但 是 众所周知 ， 
没有 这 些 基 本 知识 ， 要 阐明 概率 的 数学 理论 是 不 天 可 能 的 ， 所 以 本 
书 也 试图 简明 通俗 地 介绍 这 方面 的 一 些 必 备 知 识 ， 除 有 关 测度 扩张 
的 定理 之 外 ， 基 本 做 到 “自圆其说 ”. 书 中 这 些 内 容 均 已 用 星 号 标 出 
(但 是 它们 并 不 难 ), 有 些 读者 可 以 先 记 住 其 中 的 一 些 结论 ， 而 略 去 其 
证 明 ， 在 以 后 的 应 用 中 逐步 加 深 理解 

多 年 来 , 我 在 概率 论 教学 中 比较 注重 深入 浅 出 , 论证 条 理 清楚 . 
在 科学 地 安排 例题 与 习题 上 也 作出 一 些 和 努力， 希望 这 些 特点 在 本 书 
中 有 所 体现 . 
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